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INTRODUCTION

La topologie algébrique représente I'un des champs de recherche les plus
proliferes en mathématiques durant les cents dernieres années, elle s’est déve-
loppée de maniere fulgurante pour donner naissance a de nouvelles branches
qui connaissent un développement effréné.

L’une des finalités principales de la topologie algébrique est d’associer des
invariants algébriques comme les groupes d’homotopie ou d’homologie a des
espaces topologiques, ces invariants vont permettre par la suite de classifier
les espaces selon leurs types d’invariants.

Mais il s’avere qu’on ne sait méme pas calculer les groupes d’homotopie
des spheres, 7m,(S") sauf, bien sir, si n < r (c’est {0}) et si n = r (c’est
Z). On ne connait que des résultats particuliers : m3(S?) = Z (H. Hopf);
Tne1(S") = Z/27Z pour n > 3 (H. Hopf); m,(S") est abélien fini si r est
impair et n > r (J.-P Serre) ; toutes les spheres de dimension > 1 ont une
infinité de groupes d’homotopie non nuls (J.-P Serre) ; 7,(S°) # 0 pour tout
n > 5 (Curtis), etc. On a tout de méme quelques résultats généraux : par
exemple, si la variété X est compacte, alors m,(X) est un groupe de type
fini. Mais il est quasiment impossible pour le moment d’en savoir plus. Les
topologues se sont donc fixé un objectif moins ambitieux : peut on au moins
décrire :

T, (X) ®Z @



(la partie libre du groupe) ? Et la, il se trouve que la réponse est oui, du
moins si X est simplement connexe (c’est-a-dire si m1(X) = 0) : dans ce cas,
on peut calculer les groupes 7,(X) ®z Q a partir du complexe de de Rham,
grace a la théorie de Quillen-Sullivan.

C’esi ainsi que naquit la théorie de I’homotpie rationnelle, elle s’est dé-
veloppée avec les travaux de Quillen aux années 1960 et Sullivan aux années
1970.

Il s’agit d'une théorie ou plusieurs problemes ouverts challengent les cher-
cheurs aux quatre coins du globe, pour nous dans le présent travail on s’in-
téressera a deux problemes d’entre eux a savoir la conjecture de Hilali et la
conjecture de Halperin, dans I’espoir d’apporter notre pierre a ce magnifique
édifice, d’abord on s’est intéressé a la conjecture de Hilali et qui est toujours
ouverte depuis 1990, et qui a été résolue pour des cas particuliers d’espaces
topologiques (cf www.algtop.net), en suite et par soucis de comprendre 1’ori-
gine de cette conjecture j'ai commencé a étudier la conjecture de Halperin
toujours ouverte apres plus de quarante ans.

La conjecture de Hilali [16] stipule que, la dimension des groupes d’ho-
motopie rationnelle d'un espace topologique elliptique, simplement connexe

est toujours inférieure a celle de sa cohomologie rationnelle :

dim H* (X;Q) > dim 7, (X)®Q

Dans la théorie de I'homotopie rationnelle on a l’avantage de pouvoir
associer a chaque espace topologique simplement connexe X, une algebre
différentielle graduée qui encode completement le type d’homotopie ration-
nelle de cette espace. Ce résultat tres profond est du a Sullivan [32], c¢’est
une correspondance bijective entre les "modeles minimaux de Sullivan” et les

“types d’homotopie rationnelle”.

IR

{ types d’homotopie }

rationnelle

{ classes d’isomorphismes des }

modeles minimaux de Sullivan sur Q



Le modele minimal de Sullivan associé a un espace X via cette correspon-
dance est une algebre différentielle graduée commutative simple de la forme
(AV,d), o AV est l'algebre graduée commutative libre sur le Q-espace vec-
toriel gradué V = {V"} .,.

Ce modele minimal de Sullivan (AV,d) est lié a I'espace X par les pro-

priétés suivantes :

H"(AV,d) = H" (X;Q) et Homz (V",Q) = 7, (X) @ Q(n > 0)
La version algébrique de la conjecture de Hilali s’écrit donc :

dim H* (AV,d) > dim V.

Par ailleurs, la tres célebre conjecture de Halperin [10, p.271] sur I'action
du tore sur les espaces topologiques stipule que pour tout espace topologique
X qui admet une action d'un n-tore 7", la somme des nombres de Betti d'un
tel espace lorsque 'action est presque libre est toujours supérieur a 2.

Nous disons que ’action est presque libre si chaque sous-groupe d’isotro-
pie est fini. Le plus grand nombre entier n > 1 pour lequel X admet qu’'un
n-tore presque libre s’appelle le rang torique de X et noté rk(X). Si X n’ad-
met pas d’action de tore presque libre, alors rk(X) = 0. Malheureusement,
rk(X) n’est pas un invariant d’homotopie et est assez difficile & calculer. Pour
obtenir un invariant homotopique, nous définissons le rang torique rationnel,
rko(X) qui est le maximum des 7k(Y) parmi tous les CW-complexes fini Y

de meme type d’homotopie rationnelle que X.

Conjecture (La conjecture du rang Torique).
Si X est simplement connexe, alors dim H*(X; Q) > 27k0(X),

Conjecture (La conjecture de Hilali ).

Si X est elliptique et simplement connexe, alors



dim H* (X;Q) > dim, (X) ® Q.

Compte tenu de la difficulté de ces conjectures qui sont classées NP-Hard
[23], nous allons donner des minorations polynomiales de la dimension coho-
mologique. Nous commencons par donner une autre preuve de l'inégalité de
Puppe, puis nous établissons une minoration qui améliore celles de Puppe et

d’Amann.

Théoréeme A (Inégalité de Puppe).
Si X est simplement conneze, alors dim H*(X; Q) > 2rko(X).

Théoréme (Amann)
St un n-tore T agit presque librement sur un espace X de Hausdorff para-
compacte de dimension finie, alors dim H*(X;Q) > 2(n + [n/3]).

Théoreme B

Soit X un espace topologique simplement connexe avec une action de T"
presque libre, on note n = rko(X).

Pour n > 4 nous avons toujours dim H*(X; Q) > 3n — 2.

Théoreme C
La conjecture de Hilali est vraie dans le cas des espaces elliptiques simple-
ment connexes dont le modéle minimal de Sullivan (AV,d) vérifie :

V =Q(a;)cic, avec |a;] €2N+1 et [(dai)ﬂ = 0 pour tout 1.

Cette these est organisée comme suit :

— Le trois premiers chapitres sont consacrés aux outils de base nécessaires

a la résolution des questions posées.

— Dans le quatrieme chapitre nous donnons une nouvelle preuve du théo-

reme A de Puppe, et aussi nous démontrons la nouvelle minoration

10



polynomiale annoncée au théoreme B.

— Au chapitre 5, nous vérifions par le théoreme C' la validité de la conjec-
ture de Hilali des espaces rationnels elliptiques 1-connexes, dont les
groupes d’homotopie sont concentrés aux degrés impairs, et vérifiant

une certaine condition d’attachement.
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CHAPITRE 1

GROUPES DE LIE ET ESPACES HOMOGENES

1.1 Groupes et algebres de Lie

1.1.1 Groupes de Lie

Dans ce chapitre, nous allons donner la définition et quelques propriétés
de base des groupes de Lie. La documentation est abondante sur ce sujet on

peut se référer a [2].

Définition. Un groupe de Lie est un ensemble G qui est a la fois une va-
riété différentielle et un groupe pour lequel la multiplication, (g,q’) — g¢’, et
Uapplication inverse, g — g~', sont lisses. La dimension d’un groupe de Lie
est sa dimension en tant que variété différentielle. Un homomorphisme de
groupes de Lie est un homomorphisme de groupes qui est ausst une applica-
tion lisse. Un isomorphisme de groupes de Lie est un homomorphisme [ qui
admet un inverse f=! tel que f~! soit aussi un homomorphisme de groupes
de Lie.

Par exemple, R et S' sont des groupes de Lie pour les structures habi-
tuelles des variétés et des groupes. On remarque que par définition le produit
de deux groupes de Lie est un groupe de Lie pour les deux structures cano-

niques du produit de groupes et produit de variétés. Donc R™ et (S1)" sont
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des groupes de Lie. Les tores 7™ = (S')" qui seront étudiés dans cette these
sont un exemple classique de groupes de Lie, on peut y ajouter les différents
groupes de matrices.

Observons aussi que si V' est un espace vectoriel réel, I'ensemble GI(V') des

isomorphismes linéaires sur V' est un groupe de Lie.

Remarque. Certaines propriétés requises dans la Définition 1.1 sont en fait

automatiques :

e Si la multiplication est une application lisse, alors l'inverse ’est aussi

(Par le théoreme des fonctions implicites).

e Un homomorphisme bijectif de groupes de Lie est un isomorphisme de

groupes de Lie.

e Un homomorphisme bijectif de groupes de Lie est un isomorphisme de

groupes de Lie.

e Une application f : G — H entre groupes de Lie qui est a la fois un
homomorphisme des groupes et une application continue est un homo-

morphisme des groupes de Lie.

Un sous groupe de Lie d'un groupe de Lie GG est a la fois un sous groupe
et une sous variété de GG. Les sous groupes de Lie peuvent étre déterminés

avec le théoréme suivant d’Elie Cartan.

Théoréme 1.1.1. (/10, chapl]) Un sous groupe H d’un groupe de Lie com-

pact G est un sous groupe de Lie de G si et seulement si H est un sous groupe
fermé de G.

On s’intéressera dans la suite aux groupes de Lie connexes compacts, et
a leur type d’homotopie, et on a le théoreme de décomposition d’'Iwasawa

suivant :

Théoreme 1.1.2. Tout groupe de Lie connexe G admet un sous-groupe maxi-
mal compact H (de fagon unique) tel que G soit isomorphe au produit H xR™.

En particulier G et H ont le méme type d’homotopie.

13



1.1.2 Algebres de Lie

Nous introduisons ici la notion d’algebre de Lie.

Définitions. Une R-algébre de Lie est un R-espace vectoriel muni d’une

application bilinéaire, qu’on appelle crochet de Lie,
[—, =] : LXL(—)L

telle que, pour tout ly € L,ly € L,l3 € L, on ait :
o[l1, 1] = —[la,l1] (anti-symétrie),
o[l1, [la, Is]] + [l2, [I3, L1]] + [l3, [l1, I2]] = O (Identité de Jacobi).

Un homomorphisme d’algebre de Lie est une application linéaire,
p: L= L

qui préserve le crochet de Lie, c’est a dire :

plh, lo] = [p(lh), p(l2)] pour tout (I1,12) € L x L.

Une sous algébre d’une algébre de Lie est un sous espace vectoriel n tel

que [n,n] C n. Un idéal de L est une sous algebre de Lie n telle que [n, L] C n.

Toute structure d’algebre associative sur un espace vectoriel A donne une
structure canonique de 'algebre de Lie £4 sur le méme espace vectoriel par
[a1, as] = ajay — aza;. Notre exemple le plus intéressant vient de la structure
d’un groupe de Lie G.

Observons que, en raison de la structure du groupe, tout phénomene a un
point particulier de GG peut étre traduit partout dans GG en composant avec
les éléments du groupe. Par exemple, un groupe de Lie connexe est généré,
comme espace topologique, par tout voisinage de l'identité e. Nous formali-
sons cette remarque en introduisant la notion de translation a gauche et a

droite.

Définition. Soit g € G, on construit la translation L, : G — G avec Ly(h) =

g - h pour tout h € G. de maniére similaire nous définissons la translation a

droite Ry par Ry(h) = h - g.
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1.1.3 Groupes de Lie abéliens

Il est essentiel d’étudier les groupes de Lie abéliens et les sous-groupes de

Lie abéliens d’un groupe de Lie connexe et compact.

Définition. Un groupe de Lie abélien est un groupe de Lie G qui satisfait
99" = ¢'g pour tout (g,g') € G x G. Une algébre de Lie abélienne est une
algebre de Lie Y telle que [I,I'] =0 pour tout (I,I') € Y x ).

On peut prouver qu’un groupe de Lie G est abélien si et seulement si son
algebre de Lie G est abélienne. Un produit de n cercles est un groupe de Lie
abélien, appelé n-tore (ou simplement un tore) et noté 7", les tores sont des

exemples des groupes de Lie abéliens.

Théoreme 1.1.3. Tout groupe de Lie abélien connexe G est isomorphe au

produit des groupes de Lie TP x RY.

Par conséquent, tout sous-groupe abélien de Lie connexe d’un groupe de
Lie compact G est un tore T'. On appelle un sous-tore T' C G le tore maximal
dans G s’il n’est pas contenu dans un autre tore, on peut alors prouver le

résultat qui suit :

Théoreme 1.1.4. Tout élément d’un groupe de Lie compact et connexe ap-

partient a un tore mazimal, deux tores maximaux sont coOnjugues.

La dimension d'un tore maximal est appelée le rang du groupe de Lie, et
le normalisateur d’un tore maximal 7" de G est un groupe de Lie compact
noté N(T).

Le quotient W(G) = N(T)/T est appelé le groupe Weyl de G. A isomor-
phisme pres, ce groupe ne dépend pas du choix d’un tore maximal en G, en
fait, W(G) est un groupe fini.

Notez que puisque T est abélien, la restriction de I'action de conjugaison de
N(T) a T est triviale sur 7', donc elle donne une action de W(G) sur 7'
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1.2 Action de groupe

Définitions. e Une action a gauche d’un groupe topologique G sur un espace

topologique X est une application continue

p: GxX — X
(9.) = gux

telle que : Vg, h € G,r € X g.(hx) = (gh).x et ex==x
e Un G-espace a gauche (X, p) est constitué d’un espace X et d’une action
a gauche p de G sur X.
e L’homéomorphisme
ly: X — X

r = g

est appelé translation a gauche par g.

e On peut définir une action a droite :

XxGE — X
(r,9) +— xy9

qui satisfait : ¥Yg,h € G,x € X (zh).g =x.(hg) et z.e=zx.

o Une action est dite fidéle si : Vr € X gr=r=—g=c¢€

e Une action est dite triviale si : Vo € X, Vg € G g.r =1z.

e [a relation R sur X x X définie par : tRy <= dg € G [y = gx est une
relation d’équivalence sur X.

e La classe d’équivalence de x € X est ['orbite Gx.

e ['ensemble des classes d’équivalences mod R est notée X/G, est appelé ['es-
pace orbite.

e On note q: X — X/G Uapplication quotient.

e Une action est dite transitive s’elle contient un seul orbite.

e L'ensemble G, = {g € G/gx = x} est un sous groupe de G appelé groupe
d’isotropie (ou stabilisateur) en .

e Une action est dite libre si tous les groupes d’isotropies sont triviauz.

16



e OnaGy =gGogt.

e On dit que l'action est presque libre si les groupes d’isotropie sont finis.

e Soit A C X avec X un G-espace, A est dite G-stable ou G-invariante si :
Vge G Yae A gaeA.

o Pour tout sous groupe H C G, l'ensemble X = {r € X /hx =2 Vhe H}
est appelée les points fizes par H.

o Soient X et'Y deux G-espaces, une application f: X — Y est appelée
G-application ou application G-équivariante si :

Vge G VeeX f(gz)=gf(zx).

o Si (X;)jes est une famille de G-espaces alors l’espace topologique produit

Hjej X, avec l'action diagonale :

GXHjEJXj — HJEJX]
(9, (xj)jes) = (975)jes

est un produit dans la catégorie G — TOP.
o Une G-application f: X — Y induit par passage a l’espace des orbites
X/G wune application f/G: X/G — Y/G.
o Une homotopie équivariante ou G-homotopie H; est une homotopie telle

que Yt H,; est une G-application .

Proposition 1.2.1. Soient X un G-espace, A C G, BC X
st B est un ouvert alors AB est un ouvert.

Uapplication orbite g: X — X/G est ouverte.

1.3 Fibré localement trivial

Définition. Soient p: E — B une application continue et un ouvert U C
B ; supposons que p est surjective pour éviter les fibres vides.

Une trivialisation de p au dessus de U est un homéomorphisme p: p~*(U) —
U x F c’est a dire un homéomorphisme qui vérifie pryop =p

comme ¢ induit un homéomorphisme de p~*{u} dans {u} x F alors F est

déterminé a partir de I’homéomorphisme.

17



L’application p est localement triviale sl existe un recouvrement ouvert U
de B tel que p admet une trivialisation au-dessus de chaque U € U

Une application localement triviale est dite un fibré, et une trivialisation lo-
cale une carte locale.

Si les fibres sont homéomorphes a F' ; alors F est dit fibre typique.

L’espace B est dit espace base, et E espace total.

Exemple. 1. L’application projection X x F' — X est une application
localement triviale de fibre F.

2imt

2. L’application exp: R — St définie par : exp(t) = e*™ est localement

triviale de fibre Z

3. Tout revetement p: £ — B avec B connexe est une application loca-

lement triviale de fibre discret.

Définition. une section du fibré p: E — B est une application continue

s: B — E telle que :
pos=idg c’est a dire¥be B  s(b) € p~(b)

Définition. Soient (E,p, B) et (E/,p/,B/) deux fibrés. Un morphisme de
fibrés (u, f): (E,p, B) — (E',p/, B') est une paire d’applications u: £ —
E et f: B— B telle que : pu = fp c’est a dire le diagramme suivant est

commutatif :
E—Y*4 F
p lp/
B —— B

Comme :

WbeB  ulp () C p(F D),

On dit que le morphisme préserve les fibres.

Définition. Soient (E,p, B) et (El,p/, B) deuz fibrés sur B.Un morphisme

de fibre sur B, est une application u: E — E' telle que le diagramme suivant

18



est commutatif :

E u s B
p
B

Comme V b€ B u(p'(b)) C (p) ' (b), On dit que u préserve les
fibres.
e (idp,idg): (E,p,B) — (E,p, B) est un morphisme de fibrés
e Si(u, f): (E,p,B) — (E',p,B)et(u,f): (E,p,B)— (E".p",B")

sont des morphismes de fibrés, on a le diagramme commutatif suivant :

!
4 u

E—“5 FE s B
Pl p/l p’l
B ra B 7 > B

Par conséquent, les compositions définissent un morphisme de fibrés
(W, f f): (E,p,B) — (E ,p”,BN).

17

Définition. La catégorie des fibrés notée Bun d pour objets : les fibrés,
les morphismes : les morphismes de fibrés, la composition : la composition
définie ci-dessus.

La sous catéqgorie des fibrés sur B notée Bung a pour objets : les fibrés de

base B, les morphismes ; les morphismes de fibrés de bases B.

Définition. Soient p: E — B un fibré de fibre F et f: B — B une

application continue. On définit le fibré induit par
B = {(b’,e) e B x E/f(b) :p(e)} CB xE

muni de la topologie induite de B' x E et la projection p : f*E — B’ définie
par p (b,e) = b et la projection u: f*E — E définie par u(b,e) = e tels
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que le diagramme suivant est commutatif :

fE "5 E

/

P p

—
B ! B

Si (U, ) est une trivialisation locale alors (f~1(U), ) est une trivialisation
locale de f*E ot (b, e) = (b, proja(¢(e)).
Ainsi f*E est un fibré de base B et de fibre F.

Proposition 1.3.1. e Toute section s du fibré p: E — B induit une section
f*s sur f*E définie par f*s =so f

e Soit (u, f) un morphisme de fibrés

E —“5 F
p/l p
B/TB

alors il existe une application v: E' — f*E telle que :

['E

v //;;[ \}:‘
E'/ . ;
B/
f

Théoreme 1.3.1. Soit le diagramme suivant

W

~

E
l”
X%B

avec fo et fi sont homotopes alors fi(E) ~ ff(E).
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1.4 Fibré principal

1.4.1 Définitions

Définition. Soit G un groupe topologique qui agit a droite sur un espace
topologique E.
Un G-fibré principal est un fibré p: E — B avec G préserve et agit librement

et transitivement sur les fibres.

Remarques. e Chaque fibre est homéomorphe a G.

e Comme l'action préserve les fibres et agit transitivement alors les orbites
de cette action sont les fibres et F/G est homéomorphe a B.

e Dans la catégorie des variétés différentielles, on définit de la méme facon
un G-fibré principal avec p: E — B est C*°-différentiable, G un groupe de

Lie, et 'action est C'*°-différentiable.

Exemples. 1. p: B x G — B est un G-fibré principal.

2. Soit H un sous groupe fermé d’un groupe de Lie G alors p: G — G/H
est un H-fibré principal.

3. p: S® — RP" est un Zy-fibré principal.

1.4.2 Propriétés

Proposition 1.4.1. Tout morphisme de fibrés principaux est un isomor-

phisme.

Démonstration. Soit o: E — E' un morphisme. Supposons que E = E' =
B x G alors a(b,g) = (b, f(b)g) avec f: B — G une application continue,
est un isomorphisme avec o=1(b, g) = (b, f(b)"'g).

D’ot la propriété est vraie si E et E sont triviaux, et comme chaque fibré

principal est une application localement triviale d’ou le résultat. O

Définition. Un G-fibré principal est trivial s’il est isomorphe au fibré prin-

cipal
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p: BxG— B.

Proposition 1.4.2. Un fibré principal p: E — B est trivial s’il admet une

section.

Démonstration. La condition nécessaire est triviale, Réciproquement, soit
s: B — FE une section, d’ou l'application : ¢: B x G — FE définie par
¢(b, g) = s(b)g est un morphisme de fibrés principaux donc c’est un isomor-

phisme. [

Proposition 1.4.3. Soit M une variété différentielle, G un groupe de Lie et
pw: MxG — M une action C*-différentiable, libre et propre(ou G compact)
alors M /G est une variété C®-différentielle et p: M — M/G est G-fibré

principal.

1.4.3 Classification des fibrés principaux

Théoreme 1.4.1. Supposons que p: E —> B est un G-fibré principal avec

E faiblement contractile alors pour tout CW-complexe X [application :

¢: [X,B] — Pg(X)
o= fE

est bijective.

Remarque. On dit que B est I'espace classifiant de G et p: £ — B un
G-fibré principal universel
On écrit BG pour l'espace classifiant G et EG pour 'espace total du fibré

universel :

p: EG— BG = EG/G.

Proposition 1.4.4. Supposons ’existence d’un G-fibré p: E — B universel

alors :

1. B peut étre pris comme C'W-complexe.
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2. lespace classifiant B est unique a équivalence d’homotopie prés.
3. E est unique a équivalence G-homotopique prés.
Théoreme 1.4.2. tout groupe topologique G admet un espace classifiant BG.
Construction de Milnor
Le joint infini d'un groupe G est : EG = {(togo,t191,.....)/¥Vi € I,t; €
[0,1],9; € G, les t; presque tous nuls; > ., ¢; = 1}. Un élément de EG
est noté < g,t >

<gt>~<g,t >oVielt,=tetg=gVieclt,>0

On munit £G de l'action définie par < g,t > h =< gh,t >,
d’ou EG est muni d’une topologie compatible avec ’action de GG

Les espaces EG et BG sont fibrés par :
..CEG(n)C EG(n+1)C..CEG

...C BG(n) C BG(n+1) C ... C BG
avec EG(n) = {(togo, t191, -....) € EG;t; =0 pouri > n} et BG(n) = p(EG(n)).
Théoréme 1.4.3. p: EG — BG est un G-fibré universel.
Remarques. Si on définit Pring(X) comme étant I'ensemble des classes

d’isomorphisme de G-fibrés principaux sur X, alors I'existence dun fibré G-

principal universel nous fournit une bijection Pring(X) ~ [X; B].

Exemples. 1. ES'=S% BS!' = 5%/S! = Jim St/ gt = o p

On a H*(CP",R) = R[t]/(t"™') d’ou H*(BS* = RJ[t].

2. EZy = 5%, BZy = 8%/Zy = RP>.

3. Si G =Gy x Gy, EG = EGy x EGy, et BG = BGy x BG,.
En particulier B(S* x .... x S*) = CP* x ... x CP* et H*(B(S' x .... X
SY) = H*(BS' x ... x BS") 2 H*(BS") ® ... ® H*(BS") & R[ty, ..., t,,]

4. Soit H un sous groupe de G alors BH ~ EG/H et BH — BG est un
fibré de fibre G/H.
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1.5 Espaces homogenes

Nous présentons ici la définition des espaces homogenes qui sont introduits

et étudiés comme exemples de fibrés.

Définition. Soit G un groupe et H un sous-groupe, l'espace G/H muni de

la multiplication a gauche comme G-action est appelé un espace homogene.

Le mot "homogene” vient du fait que les propriétés algébriques de G/H
sont les mémes en tous ses points puisqu’on peut passer de I'un a ’autre par
action de G.

Lorsque G est un groupe de Lie et H un sous groupe de Lie, G/H est une
variété différentiable. Les espaces homogenes fournissent donc une quantité
d’exemples intéressantes de variétés. Ce sont les variétés les plus “simples” qui
existent (les groupes de Lie eux-mémes étant des cas particuliers d’espaces

homogenes).

Remarque. Une variété donnée peut parfois s’écrire de diverses facons comme
espace homogene de groupes de Lie. En d’autres termes, deux quotients
G1/H; et Gy/H, peuvent tres bien étre difféomorphes, méme si G; # Gs
(par exemple, SU(3) = SU(2) et SO(6) = SO(5) sont tous deux difféo-
morphes & la sphere S°.

Ainsi, deux groupes différents peuvent agir transitivement sur le méme es-
pace.

Les résultats concernant la théorie des espaces homogenes sont tres utiles
dans de nombreuses branches des mathématiques et de la physique théo-

rique.

Exemples. Les espaces homogenes jouent un role important en géométrie :
e L’action du groupe orthogonal O(n + 1) sur la sphere S™ par la multipli-
cation (A,v) — Av est transitive. le groupe d’isotropie de e; = (1,....,0) est
O(n) ot O(n) est considéré comme la matrice en bloc (§ %) avec B € O(n),

ainsi on obtient ’homomorphisme de
O(n + 1)-espaces O(n+1)/O(n) ~ S™.
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e Dans le cas complexe on a I’lhomomorphisme
U(n+1)/U(n) = 5?1

Proposition 1.5.1. Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de
G (donc un sous-groupe de Lie par le théoréme de Henri Cartan), alors
p: G — G/H est un H-fibré principal, noté H - G — G/H.

Par ailleurs, si G agit transitivement sur une variété M, pour un point x €
M, on note le stabilisateur H = G, qui est un sous-groupe fermé de G, alors

M ~ G/H comme G-espace, i.e on a un H-fibré principal.

Définition. Un espace X est dit simple si son groupe fondamental est abélien

et agit de maniere triviale sur les groupes d’homotopie d’ordre supérieur de

X.

Proposition 1.5.2. Supposons que H soit un sous-groupe fermé connere
d’un groupe de Lie compact compact G. Ensuite, ’espace homogéne G/H est

un espace simple. En particulier, G lui-méme est un espace simple.

En fait, ce résultat est valable pour tout groupe topologique ou plus gé-
néralement pour tout H-espace.

Preuve : Notons l'application quotient par ¢ : G — G/H. Nous utili-
sons la classe trivial H comme point de base pour G/H. Soit a € m(G/H),
¢ em(G/H).

Puisque H est connexe, il y a une surjection ¢x : 71(G) — m(G/H), alors on
choisi un & : I — G avec &(0) = a(1) = e et g(a(t)) = a(t). (L'égalité peut
étre obtenue puisque ¢ satisfait la propriété de relevement de I’homotopie)
Maintenant, en utilisant I’action a gauche de G sur G/H, nous définissons

une application F' rendant le diagramme suivant commutatif :
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La derniere égalité montre que F' rend le diagramme commutatif, de plus on

observe que F(—,1) = £. Par conséquent « - £ = £ et I'action est trivial.

Exemples. 1. Les n-tores 7™ ont 7 (7T™) = Z", mais ils sont des espaces
simples.

2. Les groupes orthogonaux spéciaux SO(n) ont leur m(SO(n)) = Z/2,
mais ils sont des espaces simples.

3. L’espace projectif RP(2n) est connu pour ne pas étre simple (c’est-a-
dire que I'application antipodale sur le revétement universel S?" est de degré
-1), mais nous avons RP(2n) = O(2n + 1)/(0O(2n) x O(2)), on note que le

sous-groupe H n’est pas connexe.

Remarque. Le cas spécial H = T, ou T est un tore maximal de G, est
plus facile & gérer car il y a une décomposition de Bruhat de G/T mon-
trant qu’une structure CW pour G/T a des cellules uniquement dans des
dimensions égales. Par conséquent, 'espace homogene G/T" est simplement

connexe.

1.6 Cohomologie équivariante

1.6.1 Définitions

Soit X un G-espace, si l'action du groupe n’est pas libre, alors le quotient
X /G peut étre difficile a calculer, d’on 'idée de Borel de remplacer X par le
G-espace EG x X qui a le méme type d’homotopie que X ou G agit librement

et diagonalement par :
g.(e,z) = (e.g7", g.2)
Soit EG — BG le G-fibré universel, d’ou I'espace orbite
Xg=EGxgX =(FGx X)/G
est I'espace total du fibré X — X5 — BG de fibre X.

Définition. La cohomologie équivariante de X est H:(X) = H*(X¢)
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Diagramme de Borel
Comme les projections 7 et my sont équivariantes alors le diagramme suivant

est commutatif :

FG +— FGx X —— X

! ! |

BG « XG’ T > X/G

U

Soit Y un K-espace et h: G — K un homomorphisme de groupes et
f: X — Y une application h-équivariante c’est a dire f(g.z) = h(g).f(x)

D’ou on obtient le diagramme commutatif :

EG<\E EG x X T y X ;
h h ‘ \
EK < ‘ \EK xY > Y
BG < X » X/G

BK « Yk > Y/K

Définition. Soit € la catégorie équivariante des espaces munis d’actions et

d’applications entres eux, on a le foncteur suivant :

(G — espace) —  HAL(X) = H(Xg)
(application h — equivariante) X Ly — i Hig(Y) — HE(X).

1.6.2 Propriétés

1. Supposons que G agit librement sur X. Alors les fibres EG de Xg =
(X x EG)/G sont contractile, et donc I'application X — X/G est
une équivalence d’homotopie. En particulier, H:(X) = H*(X¢g) ~
H*(X/Q).

2. On a ptg = (FG x pt)/G = EG/G = BG,
d’on H*(pt) = H*(BG),
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Comme H{() est un foncteur, d’ou l'application constante X — pt
induit un homomorphisme d’anneau H(pt) — HE(X)

D’ou H{(X) est muni d'un structure de module sur anneau H(pt).
On a:

Hi, (pt, R) = H*(ptgi, R) = H*(BS*, R) = H*(CP>, R) ~ R[u]

avec deg(u) = 2,

D’ou :
Higiy (pt, R) = Rlus, ..., u,] avec deg(u;) = 2
. Supposons que G agit trivialement sur X. alors :
Xe = (X x EG)/G =X x BG
et donc
H:(X) = HY(X) ® H(BG).

En particulier, H:(X) est un H*(BG)-module libre.

. Suite spectrale de Leray;

Soit k un corps, la cohomologie équivariante peut étre calculée par les
termes F,, du suite spectrale de la fibration Xg — BG. Si BG est sim-
plement connexe (c’est le cas pour les groupes de Lie connexe compact)
alors le terme E, du suite spectrale est EY? = H?(BG) @ HI1(X).
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CHAPITRE 2

HOMOTOPIE RATIONNELLE

2.1 Définitions

- Un espace pointé est une paire (X, z) ot X est un espace et xy € X
xo est appelé point de base de (X, xg).
- Soient (X, xo) et (Y,y) deux espaces pointés. Une application continue
f X — Y est dite pointée si f(xg) = yo. Si f est pointée, on écrit :
f (X 20) = (Y,90)-
- Soient f et g deux applications continues envoyant X vers Y.
On dit que f est homotope & g (noté par f ~ g) s’il existe une application
continue H : X x I — Y telle que H(z,0) = f(x) et H(z,1) = g(x)
Vo € X. H s’appelle une homotopie (libre) de f a g.
- On dit qu’une application continue f : X — Y est une équivalence d’ho-
motopie s’il existe une application continue g : Y — X telle que gf ~ idx
et fg ~ idy. On dit alors que X et Y ont le méme type d’homotopie.
-Si f,g @ (X,20) — (Y, 10) deux applications d’espaces pointés, alors on

dit que f est homotope a g relativement a zy (noté par f ~ g) s'il existe
zo

une application continue H : X x I — Y telle que : H(z,0) = f(z),
H(xz,1) = g(x) et H(xg,t) = yo pour tous z € X,t € I. H s’appelle une

homotopie relative de f a g.
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On définit donc une relation d’équivalence sur les applications continues d’es-
paces topologiques, en particulier ceux pointés. L’ensemble quotient associé
se note [(X, ), (Y, *)].

- Un sous-espace U d’un espace topologique X est dit contractile dans X si
Iinclusion ¢ : U < X est homotope a une application constante U —
{0}, 20 € X.

— Soit X un espace topologique (resp. (X, %)) :
Définir une relation d’équivalence sur X (notée ~), est équivalent a

donner une partition P de X.

r~y<=3JAEP,/ (v,y) € A®

ol P est I'ensemble des classes.
X/ ~= X/P =Y est'ensemble des classes T avec z € X muni de la

topologie finale (appelée topologie quotient) qui rend la projection canonique
7: X —Y (respr: (X, %) — (Y,%)), x+—7T

continue.
U est un ouvert de X / ~ <= 7! (U) est un ouvert de X.
— Soit (Xj),c, une famille d’espaces topologiques.
On définit la somme disjointe des (X;) par :
iIE_[AXi - igAXi < i}
U ouvert de igAXi < Vi, UN(X; x{i}) = U; x {i} ou U; ouvert de
X;.
Si Ve, f; + X; — Y, alors on construit
i]GIAf i iIe_IAXi — iIelAYi'
— Soient X, ..., X,, des espaces topologiques.

On définit Y = X7 x X5 x ... x X,,, ce produit est muni de la topologie :
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U ouvert de Y <=V (xy,...,2,) € U, V1 < i <n 3 un voisinage ouvert
U; de z; dans X tels que U; x ... x U, C U.
Si f;: X; — Y;, on construit

AX. . xf: Xix..xX,—Y] x.xY,.

— Soit A une partie d’un espace X.

On définit la relation d’équivalence ~ par :

e r ~2xI

ox ~ vy, V(z,y) € A2

XA = X/ ~ :ondit qu'on collapse A.

— Soit X = igAXi'

Donner une partition P de X est équivalent a donner une relation d’équi-
valence sur X.

X /P s’appelle le recollement des (X;) a I'aide de P.

— Soit X = z‘gAXi’ et soit A = {U;; C X,/ (i,j) € A* et Uy = X;} (Uyy
sont des cartes ouvertes).

Soit (i,7) € A2

Considérons :

continues

wij Uy C Xy — Uy CX;

telles que :
(CL) Piz = ZdXz
(0) wij (U NUsx) C Ujy

(¢) Le diagramme suivant est commutatif

Ui N Us,
Pij Pik
Ve O N\
UjkﬂUji m UkimUkj

(%‘k O Yij = %'k)
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C = {(Uij, vij)} s’appelle un cocycle. X = X/ ~ est un recollement a

I’aide des cocyles ou
r~y<s=c=youdi,jeNy=yp;x).

— Soient A et B deux espaces topologiques, S C Aet f: S — B.
Soit X =AUl B/ ~ouz~y<=zx=youy= f(x).

X est lattachement de A a B a 'aide de f.

— Soit X un espace topologique.

La suspension de X est donnée par :

Y X =XxI/Xx{1}UuX x {0}

Exemples :

(a) S I =D2

(b) S°{-1,1} => 5= 5%
(c) S8t =52

(d) S8 = st

2.2 CW-complexes

Dans cette these, on suppose toujours que tout espace topologique a le
méme type d’homotopie d'un C'W —complexe.
Un C'W —complexe est un espace topologique obtenu par recollement des

cellules.

Définition (Attachement d’une cellule ¢"). o ¢" = {(zy,...,z,) /D x? < 1}
s’appelle une cellule de dimension n.

o Je" = S" 1 ={(x1,...,3,) / D x? =1}.

L’attachement d’une cellule e a X a l’aide de f : 0e™ — X c’est [’espace

quotz’entXHe”/szI%e” onx~y<=x=youy= f(x).

Définition. Un C'W —complexe est un espace topologique obtenu par des at-
tachements a l'étage n des cellules de dimension (n+ 1) a partir des cellules

de dimension 0. X s’obtient de la mniere suivante :
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— L’étage 0 ou le 0—squelette, noté X° :
X0 = _HAe? (il y a que des points).
1€
— L’étage n ou le n — eme squelette, noté X" :
Xm= U X" 1le
’iGAn fz
— La frontiere de chacune de ses cellules est égale a la réunion disjointe
d’un nombre fini d'intérieurs de cellules de dimensions plus petites.

— X est muni d’une structure de topologie faible, (ie);

AC X est un fermé < ANX" est un fermé Vn € N

Exemples. (a) S! = eOIJ_c[el ou f:0e! ={-1,1} — {0}.
(b) Pour S?, il y a deux fagons :
i) 522601]_;[62 ott f:St— e

it) S?=e e T e? 11 €3.

Définition. On dit que X est un CW —complexe fini si pour tout squelette
X", A, est fini et AN/ Vn > N, XN = X" (ie) X s’obtient par attachement
d’un nombre fini de cellules.

X est dit de type fini si tout squelette s’obtient par attachement d’un

nombre fini de cellules.

Définition (Invariant d’Euler-Poincaré d’'un CW —complexe fini). On pose : d,, =

card\, L’invariant d’Euler-Poincaré de X est donné par : x (X) = > d,.

Exemples. (a) x (S') =0, car S!'= 60%0161.
(b) x(S?) =2, car 5% = eOIJ_c[e?.
() x(T?*) =0,car T* =’ T e' T e TT €2

2.3 Espaces vectoriels gradués

Définitions. - Un espace vectoriel gradué est une famille V.= {Vi}>o de
Q-espaces vectoriels indexés par des entiers. Les éléments v € V' sont dits

de degré i et on note |v| =i.
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- Un espace vectoriel gradué est concentré en degré i € I(I C N) si Vi =0
pour tout i & I, on écrit alors V = {V'};.

- Un espace vectoriel est dit de type fini si V' est de dimension finie pour
tout 1.

- Un espace vectoriel V est de dimension finie si V' est de dimension finie

pour tout i, et si V' = 0 sauf pour un nombre fini de i.

Maintenant, nous aurons besoin d’introduire quelques notations pour les
espaces vectoriels gradués. On définit V™ comme étant I'espace vectoriel gra-
dué¢ V = {Vi};>;. De méme,si k > 0, on définit V=F comme étant I'espace
vectoriel gradué V = {Vi};5.. Les espaces vectoriels gradués V=* V<=Fk et
V<F sont définis de la méme facon. On définit aussi VP¥" = {V?},5 et

Vimpaz’r — {V%H}izo-

Exemples. (1) Le corps des nombres rationnels Q est regardé comme un
espace vectoriel concentré en degré zéro.
@ L’homologie singuliere rationnelle H, (X;Q) d’un espace topologique X

est une suite d’espaces vectoriels sur Q et donc c¢’est un espace vetoriel gradué.

Remarque. Il est important de noter que ’addition dans les espaces vec-
toriels gradués n’est pas définie tout le temps, par exemple, étant donné un
espace vectoriel gradué V', il n’y a aucune addition définie pour un élément
de V¥ et un élément de V7 si i # j. Il y a un point de vue alternatif ol
I'espace vectoriel gradué est vu comme somme directe V = @ V* (et par
conséquent 'addition des vecteurs est toujours formellement définie). C’est
également pourquoi les éléments de V* sont désignés sous le nom d’éléments
homogenes de degré i (contrairement a une somme formelle d’éléments de

différents degrés).

Constructions de base. Les constructions typiques de l’algebre linéaire
reporte habituellement a l’algebre linéaire graduée d’une maniere naturelle.

@ Un sous-espace d’'un espace vetoriel gradué U C V est un espace vetoriel
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gradué {U'};>o tel que U est un sous-espace de V* pour tout i > 0.

® Etant donné un sous-espace U d’un espace vetoriel gradué, le quotient de
V par U est lespace vetoriel gradué V /U = {V' /U'};>.

(© Etant donnés deux espaces vectoriels gradués V' et W, la somme directe
de V et W est lespace vectoriel gradué VAW = {V P Wi}iso.

@ Soient deux espaces vectoriels gradués V' et W, le produit tensoriel de V'
et W est lespace vetoriel gradué Vo W ={ @ VI @ Wk},.

En particulier, un élément v @ w € V’ ® W’“J;s]fu (lie degré |[v @ w| = j + k.
Définition. Une application linéaire de degré n allant d’un espace vectoriel
gradué 'V a un espace vectoriel gradué W est une famille d’applications li-

néaires :

fi + Vi— W™ pour tout i > 0.

Définition. Une différentielle sur un espace vectoriel gradué V est une ap-
plication linéaire d : V. — V de degré 1 telle que d, 1 o d, = 0 pour tout
n > 0.

Définition. Tout espace vectoriel gradué V muni d’une différentielle d est as-
socié a une algebre de cohomologie H(V, d) définie par H"(V,d) = ker d,/Im d,,_;
pour tout n > 1 et H*(V,d) = ker dy. Les éléments de ker d,, sont appelés

des n-cocycles et les éléments de Im d,, sont appelés des n-cobords.

2.4 Algebres graduées différentielles commu-

tatives

Définitions. Une algebre graduée A est un espace vectoriel gradué muni
d’une application linéaire A® A — A de degré zéro, appelée multiplication,

notée par x ® y — xy, avec un élément d’identité 1 € A° tels que pour tous

r,y,z €A : (xy)z = x(yz) et lx =zl =x
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Un morphisme d’algébres graduées
v : A— B
est une application linéaire de degré zéro telles que

p(ry) = o(r)p(y)

pour tout v,y € A et p(1) = 1.

Une algébre graduée A est commutative si

pour tout couple d’éléments homogeénes (x,y) € A x A.
Une dérivation de degré k dans une algébre graduée A est un morphisme

d . A— A de degré k tel que :
d(zy) = (dw)y + (=1)"lzdy
Pour tous x,y € A (formule de Leibniz).

Exemple. Etant données deux algebres A et B, le produit tensoriel A ®
B admet une structure d’algebres graduées, en définissant la multiplication

comme suit :
(a®b).(d @) = (=1)Pllaa’ @ b, a € Aetbe B

Définitions. Une algébre graduée différentielle commutative (que l'on note

adgc), est une algébre graduée commutative A munie d’une différentielle
d: A— A

qui est aussi une dérivation. On la note par (A,d).

Un morphisme des adgc
f : (Ad) — (B,d)
est un morphisme d’algebres graduées
f : A— B tel que fd =df.
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Si (A,d) est une adge, Imd est un idéal de la sous algébre kerd, il s’ensuit
que sa cohomologie H(A,d) est aussi une algébre graduée commutative mu-

nie de la multiplication telle que si a,b € A deux cocycles, alors on définit

[a][b] = [ab].

Définition. Un morphisme f : (A,d) — (B,d) d’adgc est appelé quasi-

1somorphisme si l'application induite en cohomologie :

H(f) « H(A,d) — H(B,d), [z] — [f(z)]
est un isomorphisme, on note :
(A, d) = (B,d).

Exemple. Soient (A, d) et (B, d) deux adgc, le produit tensoriel A® B admet
une structure d’adge munie de la multiplication (donnée précédemment) et

d’une différentielle

dla®b) = (da) @b+ (-1)lla®@db, a € Aetbe B.

2.5 Algebres graduées commutatives libres

Soit V' un espace vectoriel gradué. L’algebre tensorielle TV est ’espace

vectoriel gradué
TV =@, TV
ol

TV =Q, T"V =V®..0V (k>1)
k foi

TV est une algebre graduée. La multiplication est définie comme suit : Si
r €TFV et y € T*V alors vy = x @ y € TFT*V. L'identité est 1 € T°V. Les

éléments de T*V sont dits de longueur k.
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Soit I'idéal I C T'V engendré par les éléments de la forme z@y—(—1)*Wy @z
pour tous x,y € V.

Définition. Le quotient AV = TV/I est une algébre graduée commutative,
appelée ['algebre graduée commutative libre sur V.

On note par A*V limage de la projection naturelle TFV — AV, les éléments
de A*V sont dits de longueur k.

Proposition 2.5.1. Soit V un espace vectoriel gradué et A une algébre gra-
duée commutative.

(a) Toute application linéaire V. — V de degré k s’étend a une unique dé-
rivation AV — AV de degré k.

(b) Toute application linéaire V. — A de degré 0 s’étend a un unique mor-

phisme d’algebres graduées commutatives AV — A.

Remarques. (a) AFV signifie les éléments de longeur k, et (AV)* signifie les
éléments de degré k.

(b) On écrit souvent A(ay,as,....) au lieu de AV si {aq,as, ....} est une base
de V.

(¢) Soit a € V. Si k est impair, alors a® = 0, car ceci découle de la commutati-
vité de AV. En effet; a2 = (—1)¥a? = —a?. Donc 242 = 0, et par conséquent
a* = 0.

(d) Si Vet W sont deux espaces vectoriels gradués, alors il existe un isomor-
phisme canonique d’algebres graduées commutatives A(VEP W) = AV ®
AW.

(e) Soient VPor = {20} 4 et Vimpair = {201y o

Il s’ensuit que
AV =2 Sym(VP¥r) @ Ext(Vi™Pur) ot Sym(VPer)

est I'algebre symétrique sur VP4 et Ext(V™Per) est I'algebre extérieure sur

Vimpair

Remarque (La différentielle sur AV'). S'il existe une différentielle d définie

sur AV, alors d est completement caractérisée par ses valeur sur V. En effet ;
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la restriction de d a V' est une application linéaire V. — AV de degré 1,
donc elle s’étend uniquement a une dérivation AV — AV de degré 1 (par

la proposition précédente) déterminant les valeurs de d sur AV,

Définition. Si une telle application d existe, on appelle (AV,d) l'adgc libre
sur 'V, de différentielle d.

Remarque. Ce n’est pas vrai que toute application linéaire d : V — AV
de degré 1 s’étend a une différentielle sur AV'. Il est nécessaire de vérifier que

l'extension
d: AV — AV

satisfait d> = 0. Cependant, il est facile de voir que si d est une dérivation
de degré impair, d? est une dérivation de degré pair, et donc on a seulement
besoin de vérifier que d* = 0 sur V. Si (AV,d) est une adgc libre, alors la

différentielle d s’écrit toujours comme une somme
d=dy+dy+dy+ ...

de dérivations d; de degré 1, ou d; augmente la longueur d’'un mot par exac-

tement i. Si on restreind d; & A¥V, ceci donne lieu aux applications linéaires

Définition. Soit (AV,d) une adgc libre, alors dy s’appelle la partie linéaire
de la différentielle et dy est la partie quadratique de d. On dit qu’'une adgc
libre (AV,d) est quadratique si d = d;.

Exemple. On consideére l'espace vectoriel gradué V de base {a,b} telle
a € V? et b € V2. On définit maintenant une application linéaire d (de
degré 1) par da=0 et db=a?>. Il s’ensuit que d s’étend uniquement & une dé-

rivation

d : AV — AV.
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Comme d(da) = d(db) = 0, on déduit que d*> = 0 sur AV (régle du produit de
Leibniz). Et donc d est une différentielle sur AV, ainsi (AV,d) est une adgc
libre. On a : b? = 0, car |[b| = 5. Donc, la base de (AV,d) est de la forme : 1,
a, b, ab, a2, a®b, a3, a®b, a*, a’b,....

La différentielle de ces éléments sont calculés en utilisant la regle du produit

de Leibniz. On obtient ainsi;
d(1) =0, db=a? da =0, d(ab) = a*, da® = 0, d(a®b) = a®, da® = 0,
d(a®b) = a%, da* = 0, d(a'b) = d”, ....
On voit que a et a? sont des cocycles qui ne sont pas des cobords, mais
a™ est un cobord pour tout n > 3 puisque d(a"3b)=a". De plus, I'unité
1 € A(a,b) est toujours un cocycle qui n’est pas un cobord.

Et par conséquent :

H(A(a,b),d) = Q.[1] @ Q.[a] D Q.[a?]

2.6 Les modeles de Sullivan

Maitenant, nous introduisons I'un des concepts les plus importants dans
la théorie d’homotopie rationnelle, la notion d’algebre de Sullivan (ou modele
de Sullivan)

Définition. Une algébre de Sullivan est une adgc libre (AV,d) telle que :
(a) V ={V}i1.
(b)) V=UioV(k), ou V(0) C V(1) C .... est une suite croissante de sous-

espaces gradués tels que :

d/V(0)=0etd : V(k) — AV(k—1), k>1
Une algebre de sullivan est minimale si dV C A=2V .
Remarques. (1) Si VY =V =0et dV C A=2V, alors (AV,d) est toujours
une algebre minimale de Sullivan. En effet; on définit V (k) = V=F. d aug-

mente la longueur du mot par au moins 1 (et le degré par 1), et tout élément

de V est de degré au moins 2, donc

40



d(V=F) ¢ A(VSR1Y,

Ainsi, (b) est satisfaite.
(2) Une algebre de Sullivan est minimale si et seulement si dy = 0, ou dj est

la partie linéaire de d.

Exemple. L’algebre (A(x,y, z),d) avec |z| = |y| = |z| =1 et dx = yz, dy =

zx, et dz = xy n’est pas de Sullivan, car la condition (b) n’est pas satisfaite.

Exemple. L’algébre (A(x,y),d) avec || =2, |y| =5 et dv =0, et dy = 23

est un exemple d’algebre minimale de Sullivan.

Exemple (La partie quadratique d'une algebre minimale de Sullivan). Si
(AV,d) est une algebre minimale de Sullivan, alors (AV,d;) 'est aussi. En
effet ; la différentielle d se décompose comme d = dy + dy + d3 + .... (car la
minimalité entraine dy = 0). Comme d; augmente la longueur d’un mot par
1, il s’ensuit que d? augmente la longueur d’'un mot par 2. On a :

P=d+ > d?+2> dd;.
E>2 i#j

On voit que d* — d? augmente la longueur d’un mot par au moins 3, car
S~ did; € A=3. Puisque d* = 0, alors di = 0 car d3 ne peut pas augmenter
i#]

a la fois la longueur d’un mot par 2 (exactement) et par au moins 3. Et par
conséquent, si (AV,d) est minimale, la partie quadratique d; de d est une

différentielle. Clairement, (AV,d;) est une algebre minimale de Sullivan.

Une proprieté tres importante sur les algebres de Sullivan est la suivante :
Pour toute agdc avec H°(A, d) = Q, il existe une algébre minimale de Sullivan

reliant (A, d) par un quasi-isomorphisme.

Définition. Soit (A,d) une adgc. Un modeéle de Sullivan de (A,d) est un
quasi-isomorphisme m : (AV,d) = (A, d) partant d’une algébre de Sullivan
(AV,d).

Remarque. Méme si un modele de Sullivan est une application
m : (AV,d) = (A,d),

41



on se réfere a (AV,d) comme étant le modele de Sullivan, par abus de nota-

tion, tant qu’il n’y a pas de confusion.

Exemple (construction d’'un modele de Sullivan d’une adgc). On considere

la cohomologie du plan projectif complexe

(H*(CP?*Q),0) = (4A,d)

comme une adgc munie d'une différentielle nulle. Rappelons que :

H*(CP?% Q) = Qlx] /(%)
r € H*(CP% Q).

Ceci nous donne :

A= Q.1, A2=Q.r, A'=Qua? A =0

pour tout ¢ # 0,2, detd = 0.
La construction de (AV,d) :

On introduit deux générateurs a et b de V tels que :

la| =2 et [b] =5 avec da =0, db = a®.

On définit une algebre de Sullivan (AV,d) = (A(a, b), d).

On définit ensuite un modele de Sullivan m : (A(a,b),d) — (A, d) par :
m(a) = x et m(b) = 0. On montre que m est un quasi-isomorphisme.

(1) m est un morphisme d’adgc :

il suffit de vérifier que
m(da) = dm(a) et m(db) = dm(b).
On a
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et
m(db) = m(a®) = (m(a))?® = 23 = 0 = dm(b).

(2) m est un quasi-isomorphisme :
On a déja trouvé les générateurs de H*(AV,d) qui sont 1, [a], et [a?], de

plus, on a

H(m)(1) =1, H(m)([a])
et H(m)([a’]) = [m(a®)] = 2*.

I

=

S5
[
8

D’ou H(m) envoie une base a une base. Ainsi H(m) est un isomorphisme.

2.7 Théorie de 'homotopie rationnelle

L’homotopie rationnelle est ’étude des invariants des espaces topolo-
giques, qui ne dépendent que du type d’homotopie de ces espaces. Un des
avantages principaux de cette théorie est que I'on peut associer, a un espace,
un objet algebrique (une adge) qui encode completement le type d’homotopie
rationnelle de cet espace.

Dans cette section, nous expliquons brievement quelques aspects de cette

théorie, et nous en donnons les résultats utilisés dans ce travail.

Définition. On dit qu’un espace topologique simplement connexe X est ra-

tionnel si ses groupes d’homotopie m,(X) sont des Q—espaces vectoriels.

Une remarque a propos de cette définition, concernant la signification
d’un groupe qui devient un QQ—espace vectoriel.
D’abord, puisque X est simplement connexe et les groupes d’homotopie su-
périeurs (n > 2) sont toujours commutatifs, il en résulte que ces groupes sont
abéliens en chaque degré.

Un espace vectoriel n’est pas si différent d’un groupe abélien dans le sens
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que si nous oublions la multiplication scalaire, un espace vectoriel avec son
addition est un grouoe abélien. Par conséquent, un groupe abélien manque
simplement une multiplication scalaire par des nombres rationnels (satisfai-
sant les axiomes d’espaces vectoriels) pour devenir un Q—espace vectoriel.
Comme il se trouve, un groupe abélien GG admet une structure d’'un Q—espace
vectoriel si et seulement si GG est divisible et sans torsion. Dans ce cas, la mul-
tiplication scalaire par des rationnels est uniquement déterminée.

En outre, tensoriser un groupe abélien G par QQ tue la torsion dans G. En
effet ; le produit tensoriel G ®7 Q est toujours sans torsion et divisible (ou
®z désigne le produit tensoriel de Z-modules).

~Y

Il résulte des remarques ci-dessus que si X est rationnel, alors m,(X) ® Q =
T (X).

Définition. Une rationalisation de X est une application continue ¢ : X —

Y ou'Y est simplement connexe et rationnel, telle que :
() @Q : m(X)®Q — (V) @ Q = m,, (V)
est un isomorphisme pour tout n > 1.

Remarque. Tout espace simplement connexe admet une rationalisation (ou

bien un rationalisé).

Théoreme 2.7.1. Si X est simplement connexe, alors il existe un CW-
compleze relatif (Xq, X), ne contenant ni 0-cellules ni 1-cellules, tel que l’in-
clusion ¢ : X — Xg est une rationalisation. De plus, étant donnée une
application continue f : X — Z, avec Z un espace simplement connexe
et rationnel, il existe une application ]7 . Xo — Z rendant le diagramme

suwant commutatif.
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La construction du rationalisé X d’un espace X est die a Sullivan [32]

(inspiré par Serre [27]).

Définition. Le type d’homotopie rationnelle d’un espace X simplement connexe
est le type d’homotopie de son rationalisé Xqg. St X et Y sont deuz espaces
simplement connexes qui ont le méme type d’homotopie rationnelle, on écrit
X >~ Y. "~q " est une relation d’équivalence, appelé équivalence d’homotopie

rationnelle.

Proposition 2.7.1. Tous les rationalisés de X ont le méme type d’homoto-
pie.

Démonstration. Sip @ X — Xg et ¢' : X — Xg sont deux rationalisa-
tions de X, alors par le théoreme précédent, il existe une application continue

[+ Xo — X telle que : f o = ¢ Ensuite, en utilisant la fonctorialité

de 7, et le produit tensoriel, on obtient

(T (f) ® Q) o (Ta(9) ® Q) = T (') ® Q.

Comme 7, (¢)®Q et m,(¢") ®Q sont des isomorphismes, alors nécessairement
() ® Q doit étre un isomorphisme. Ce qui entraine que m,(f) P'est aussi,

puisque Xq et Xg sont des espaces rationnels, et donc
(X)) ® Q = m,(Xg) et Wn(X(/@) Q= ﬂn(X@).

Et par suite, on conclut que Xq et Xg, ont le méme type d’homotopie, selon
le théoreme de Whitehead. O]

2.8 De la topologie a I’algebre

Dans cette partie, nous allons expliquer la transition des espaces topolo-
giques aux adgc, de sorte que nous pouvons utiliser des outils algébriques.
On désigne par TOP la catégorie des espaces et applications continues, et
par ADGCy la catégorie des adgc sur Q et morphismes des adgc.

Etant donné un espace X, on peut construire une adge Apy(X), appelée

I’algebre différentielle graduée commutative des formes linéaires de De Rham
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sur X. De plus, si f : X — Y est une application continue, alors il existe
un morphisme de adge Apr(f) : Apr(Y) — Apr(X). Ceci s'étend a
Aprp : TOP — ADGCy.

La construction de Apj, est die a Sullivan [32].

L’idée derriere la construction de App(X) d'un espace X est inspirée par
la construction du complexe de De Rham des formes lisses sur une variété
M. En effet, supposons que M est une variété lisse. Soit ¢ : A¥ — M un
k—simplexe (lisse) et soit w € Q(M) une forme différentielle (lisse) de degré 1
sur M. Sio; : AP1 — AP est le 7™ face de o, alors il existe une collection
de formes lisses sur A*~1, & savoir o;o*w pour tout j. La construction de Apg,
est analogue a celle-ci, en ce sens que si X est un espace topologique, alors les
éléments de Apy(X)! sont des fonctions qui attribuent & chaque k—simplexe
singulier de X une [—forme linéaire sur A*, k > 0.

les détails de la construction de Apy, sont trouvés dans le chapitre 2 de [10].

Le foncteur Apy, a la propriété importante suivante :

Théoréme 2.8.1. (voir [10]) Pour tout espace X, la cohomologie de Apr (X

~

est isomorphe a la cohomologie singuliére rationnelle de X, (ie) : H*(X; Q)
H(ApL(X)).

Inversement, il existe un foncteur (contravariant) appelé réalisation spatiale :
( ) ADGCy — CW — complezxes

I1 est obtenu par composition du foncteur de réalisation simplicial de Sulli-
van " ADGCy — Ensembles simpliciaux” (introduit dans [32]) avec le fonc-
teur de réalisation de Milnor ” Ensembles simpliciaux — CW — complexes”
(introduit dans [20], voir aussi le chapitre III de [19]). Le foncteur possede

les deux propriétés suivantes :

Théoréme 2.8.2. Soit (AV,d) une algébre de Sullivan 1—connezxe de type

fini, alors il existe toujours un quasi-isomorphisme
m : (AV,d) = Apr({(AV.d)))

De plus, pour tout n > 1, il existe un isomorphisme canonique d’espaces

vectoriels :
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T ({(AV, d))) = Homz(V", Q).

Lorsqu’on se restreint aux espaces qui sont des C'W —complexes simple-
ment connexes tels que leurs homologies rationnelles soient de type fini, et
aux algebres de Sullivan 1—connexes de type fini, alors ces deux foncteurs

(combinés) donnent lieu a la correspondance bijective suivante :

( types d' homotopie rationnelle ) [ classes d'isomorphismes
des CW — complexes X des Q — algebres
stmplement connexes tels <= { de Sullivan minimales telles
que H* (X;Q) qu'elles soient 1 — connexes
| soient de type fini ) | de type fini

La puissance de la théorie d’homotopie rationnelle réside précisément dans
la bijection ci-dessous. Elle réduit tous les calculs topologiques dans la théorie
d’homotopie rationnelle a des calculs sur un objet algébrique, qui est I’algebre
minimale de Sullivan.

Aprés avoir introduit le foncteur Ap;, nous pouvons maintenant faire la
définition cruciale que rapportent les algebres de Sullivan aux espaces topo-

logiques.

Définition. Un modéle de Sullivan d’un espace X connexe par arcs est un
modele de Sullivan de l'adge Apr(X), en d’autres termes, il est un quasi-

isomorphisme m : (AV,d) = Apr(X) pour une certaine algébre de Sullivan
(AV,d).

Remarques. (i) Si (AV, d) est un modele de Sullivan de X, alors le théoréme
3.6.1 implique que H(AV,d) = H*(X;Q).

(27) Si (AV,d) est un modele de Sullivan de X tel que X est simplement
connexe, alors le théoréeme 2.8.2 implique que Homz(V", Q) = 1,(X) ® Q.

Exemple (Le modele minimal de Sullivan de CP™). On sait que
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H(ApL(CP")) = H*(CP™; Q) = Q[z]/(z").

avec x est de degré 2. Il existe donc o € (Apr(CP™))? et § € (ApL(CP™))*" !
tels que = = [a] et df = o™t

On définit (AV,d) en introduisant deux générateurs de V, a et b tels que
a€V?etbe V™ avecda =0, et db = a™!. Il en découle que I'application
m : (A(a,b),d) — Apr,(CP"™) définie par : m(a) = o et m(b) =  est un
quasi-isomorphisme.

Ainsi, m est le modele minimal de Sullivan de CP™.

2.9 Le modele minimal de Hirsch-Brown

Le modele minimal de Hirsch-Brown est donné par :
H*(X, k) @ H*(BG, k)

ou le produit tensoriel comporte une différentielle tordue et le groupe G
est soit le cercle S* ou le tore G = Z,. on travaillera en caractéristique 0.
Ce modele capture l'information sur la construction de Borel et peut étre
comparé a la suite spectrale de Leray-Serre de la fibration X — Xs — BG
il correspond au modele de Sullivan en homotopie rationnelle. On cite le

fameux théoreme :

Théoreme 2.9.1. Hsiang
Soit G un groupe de Lie compact qui agit d’une fagcon continue sur X. Alors

G agit presque librement si et seulement si H(X, Q) est de dimension fini

Si G agit presque librement, on a une équivalence d’homotopie faible

X/GZXG et

H*(Xg, k) = H(H*(X, k) @ H*(BG, k) = H*(X/G, k)
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2.9.1 Construction du complexe de Koszul

Soit R un anneau commutatif et £ un R-module libre de rang fini r.

On désigne par A'FE la-iéme puissance extérieure de E.

Définition. Soit ’application R-linéaire s: E — R
Le complexe de Koszul associé a s est le complexe de chaines de R-modules

définit comme suit :

K.(s): 0—AE 45 A E—y  —AN'E -2 R0

Ou les différentielles dy, sont données par : pour tout e; € E

r

di(er A Nep) =D (=) s(er)er A NG Ney
=1

ou”. signifie que le terme est omit.
Onadyodp.1 =0 ,NNE=FE ,di=s ,N"E~R

e Si E = R" (On choisit une base) alors donner une application R-linéaire
s: R — R c’est donner une suite finie s1, ..., s, d’éléments de R et on pose
K.(s) = K.(s1,..., ;)
e Si M est un R-module de type fini alors on pose K. (s, M) = K.(s)® M qui
est un complexe de chaine avec la différentielle induite : (d ® 1y/)(v ® m) =
dv®@m
La iéme homologie du complexe de Koszul est : H;(K.(s, M)) = Ker(d; ®
L) /im(dizr @ 1ar)
par exemple si E = R" et s = [sy, ..., §;] un vecteur ligne d’éléments dans R

alors d; ® 1, est

S: M" — M

(my,...,m;) +— sgmq+ ...+ s,m,
et
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Ho(Ki(s,M)) = M/(s1,.... 8. )M = R/(51, ..., $r) @r M

H.(K.(s,M))={meM:sym=..=sm=0}=
Hompg(R/(81, ..., ;) @ M)

e De maniere duale, on pose K*(s,M) = Hompg(K,(s), M) c’est un com-
plexe de cochaine concentré entre le degré 0 et r, la ieme cohomologie de ce
complexe H'(K*(s, M) est notée H(s, M)

2.9.2 Propriétés du complexe de Koszul

Soit E un R-module libre de type fini, s: F — R une application R-
linéaire et t € R
Soit K (s,t) le complexe de Koszul de I'application (s,t): E® R — R
Soit M un R-module de type fini, comme A*(E®R) = ®F ( (AF"E ® A'R) =
A*E @ AE

Ainsi on obtient la suite exacte de complexe de chaines

0— K(s,M) — K(s,t; M) — K(s,M)[—-1] — 0

olt [—1] signifie que le degré est décalé par —1, et di(s)-1] = —dk(s)
On note que V(z,y) € AN\EQAF1E drsn(2,9)) = (drsyz+ty, dis)-1y)
K(s,t) est le mapping cone de t: K(s)[—1] — K(s)

Ainsi nous obtenons la suite longue en homologie :
. — Hi(K (s, M)) == Hi(K(s,M)) — Hy(K(s,t; M)) — H;_1(K(s,M)) - ...
Avec 'homomorphisme de connexion

0: Hipa(K (53 M)[—1]) = Hy(K(s; M)) — H;(K(s; M))

En effet §([z]) = [drs(y)] o y € K(s,t) d'image x et comme K(s,t) est

somme directe, on peut prendre y = (0, x) d’ou §([x]) = t[z]

50



Théoreme 2.9.2. Soit R un anneau, M un R module de type fini
Si la suite (1, g, ....,x,) d’éléments de R est M-réguliere alors :
VZZ 1 Hi(K(ZL’l,JIQ,....,IT)@M):O

En particulier si M = R alors la suite :

]

0— AR5 AR s s AR R R g, 2) — 0

est exacte c-a-d K (x1, T3, ...., x,) est une R-résolution libre de R/(x1, xa, ...., T,)

Démonstration. Par récurrence sur r
sir=1alors Hy(K(z1), M) = Annp(21) =0
Supposons ’assertion vraie pour r — 1

On a H;(K(z1,z2,.c.,x,), M) =0 Vi>2

comme z, n'est pas un diviseur de zéro sur Hy(K(xy, 22, ..., z,1), M) =
M/(ZEhI‘Q, ceeny l’r_l)M

Alors a Hy (K (21,29, ....,x,), M) =0 O
Corollaire. Soit R et M comme au-dessus, et soit x1,xo,....,T, une suite

d’éléments de R. supposons qu’ils existent un anneau S, une suite S-réguliére
S - R
Yi @

alors Hy(K (21,9, ..., x,) @p M) = Tor? (S/(y1, y2, .., yr), M)

ou Tor est le foncteur TOR et M est un S-module via S — R

Y1, Y2, ----, Y €t un homomorphisme d’anneau

Corollaire. Soit R et M comme au-dessus, et soit x1,Ta,....,T, une suite
d’éléments de R. alors

Vidéal I = (x1, 2, ....,x,) et Uannulateur de M annulent H;(K (x1, xo, ....,z,), M) =
0 Vi

2.9.3 Liens entre le complexe de Kozul et Le modéle

de Hirsch-Brown

les outils essentiels pour lier entre le complexe de Kozul et Le modéle de

Hirsch-Brown sont fourni par les deux lemmes suivants :
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On considere le complexe libre de cochaine C' sur R avec une augmentation

g: C' — k qui induit une surjection en cohomologie.

~

Lemme. Soit C' comme en dessus et supposons que H>"(C) = 0 alors il

existe un morphisme de R-complexe av: K,(m) — C tel que

(6) H*(e)H*(a): H(K,(m) = R/(t]", . t"th) = k
est la projection canonique

On suppose que C' admet une filtrationF, (C)qui satisfait :

e il existe des inclusions propres de souscomplexes libres

~

Fy(C)=0C F(C) C

LCF  ~ (O)=0
CF @) =C

qui sont en somme directe en tant que R-modules et

o d(F,(C) C F,_y(C) pour i = 0, .., I(F,(C))

~

ou [(F,(C))est la longueur de la filtration

Lemme. il existe un morphisme de R-modules qui préserve la filtration

B: C — K,(m) qui commute avec les augmentations respectives

On applique ces deux lemmes au modele de Hirsh-brown de dessus
D’apres le théoréme et I'isomorphisme (6), on obtient que la cohomologie du
modele de Hirsh-Brown s’annule en dessus de la dimension formelle m :=
dimX /G de l'espace des orbites

Ainsi on obtient un morphisme unitaire
foa: K,(m) — K,(0)

qui se factorise a travers le modele minimal de Hirsh-Brown.
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CHAPITRE 3

ACTION DU TORE ET CONJECTURE DU RANG
TORIQUE

3.1 Définitions et résultats

Un groupe topologique G agit sur un espace X s’il existe une application
continue ¢ : G x X — X satisfaisant ex = x et g1(gox) = (g192)x. Ici, nous
avons adopté la convention de notation habituelle gr = (g, ). Lorsque
G est un groupe de Lie (ce que nous devrons prendre pour étre compact
sauf indication contraire) et M est une variété, I'action est lisse si ¢ est
une application lisse. La variété M est alors appelée une G-Variété. Le sous-
groupe G, = {g|lgr = z} s’appelle le sous groupes isotrope au point z.
L’orbite de z est G(z) = {gz|g € G}.

Notons que les sous-groupes d’isotropie correspondant aux points dans
la méme orbite G(x) sont conjugués parce que Gy, = gG,g~'. L’application
canonique f : G/G, — G(z) induite par 'action sur = est clairement un
difféomorphisme.

Nous pouvons considérer I’ensemble des orbites comme un espace topo-
logique en prenant ’espace de quotient défini par la relation d’équivalence

suivante sur M : x ~ y si et seulement s’il existe des g € G avec gr = y.
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Cet espace des orbites est noté M/G. Un point € M est un point fixe par
I'action de G si G, = G ; C'est-a~dire gr = = pour tout g € G. L’ensemble
des points fixes sous 'action de G sur M est désigné par M“. Une action est
libre si G, = {e} pour tout z € M et est presque libre si G, est un groupe
fini pour tout z € M.

Exemple. Soit le cercle G = S!' qui agit par rotations horizontales sur la
sphere M = S?. L’ensemble de points fixes M est I'union des poles Nord et
Sud, L’espace de l'orbite M /G est un demi-cercle reliant les poles, les sous-
groupes d’isotropie sont G aux poles fixes et le groupe trivial {e}. Notons
que dans ce cas, M/G n’est pas une variété fermée, mais plutdt une variété

avec frontieére.

Les propriétés de base des actions des groupes de Lie qui nous intéressent

sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. 57 G est un groupe de Lie compact et M une G-variété
compacte et lisse, Alors :

1. G(z) est une sous-variété de M, et laction de G induit un difféomor-
phism G /G, — G(z).

2. A isomorphisme pres, il n’y a qu’un nombre fini de groupes d’isotropie.
Par conséquent, il existe seulement un nombre fini de types d’orbites.

3. L’ensemble des points fizes MC est une sous-variété compacte éven-
tuellement non connexe de M dont les composantes connexes peuvent avoir
des dimensions différentes.

4. Si Uaction est libre, alors M /G est une variété et la projection M —
M/G est un G-fibré principal.

Le lemme suivant nous permettra de réduire I’étude des ensembles fixes

d’actions de tore a l'étude d’ensembles fixes d’actions circulaires.

Lemme. Soit T = (S')" un tore agissant de maniére lisse sur une variété
compacte M. Alors, il existe un cercle S* C T tel que M5 = M7,

Démonstration. ([10, lem7.3]) O
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3.2 La fibration de Borel

Rappelons que pour tout groupe de Lie compact G il existe un G-fibré
principal

G — EG — BG.

L’espace BG, appelé l'espace classifiant de G, est égale & EG/G ou EG est

un espace contractible ayant une action libre de G.

Exemple. L’action du cercle sur S?"*! c C"*! est donnée par la multi-
plication complexe z(z1,...,2,4+1) = (221,...,22,41). Le quotient est l'es-
pace projectif complexe CP(n). Soit S*° la limite directe des inclusions
Stcs*csSic...clUyg, S =58>

Maintenant, on sait que les groupes d’homotopie se comportent bien sous
les limites directes : lim 7, (S7) = mx( lim;(S7)). Done 74 (S%°) = 0 pour tout k
en effet, S est contrgctible. Clairement S est également obtenu en prenant
la limite directe S® C S°... C US?P*l = §°°. Les actions libres de S! sur les
spheres impaires sont compatibles avec les inclusions, donc ils induisent une
action libre de S* sur S*. Puisque S* est contractible, donc ES! I'est aussi,
et le S1-fibré S — CP(o0o) n’est autre que le S'-fibré universel £S' — BS*.
En multipliant les différentes copies du fibré universel S — CP(o0), nous

obtenons 'espace classifiant de d'un r-tore, BT" = (CP(c0))".

Définition. [10, p275] Soit G un groupe de Lie et M une G-varieté. La

fibration de Borel associée est donnée par le fibré
M — EG x¢ M % BG,

ou EG xg M est le quotient de EG x M sous l'action de G definie par
g(z,m) = (xg~',gm). La projection p associée a [z, m] est la classe de x
dans BG ; p([x,m]) = [z]. L’espace total de la fibration de Borel, EG x¢

M, est désigné par Mg et sa cohomologie rationnelle s’appelle cohomologie
rationnelle équivariante de M; H:(M;Q) == H*(Mg; Q).

Théoréeme 3.2.1 (10,thm 7.6). I. Lorsque l’action de G on M est libre,
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alors la projection
q:MG:EGXGM—)M/G,

[z, m] = [m],

est une équivalence d’homotopie.

2. Lorsque laction de G sur M est presque libre, alors la projection
q: Mg — M/G est une équivalence d’homotopie rationnelle. C’est a dire,
H*(q;Q) : H*(M/G;Q) — H*(Mg; Q) est un isomorphisme.

3. Lorsque 'action de G sur M est triviale, alors Mg = BG x M.

4. Lorsque H est un sous-groupe compact de G, Alors (G/H)g ~ BH.

Puisque (2) ci-dessus dit que, du point de vue de la théorie de ’homo-
topie rationnelle, les actions presque libres équivalent a des actions libres,
il est important d’avoir un critere pour les identifier. Le théoreme suivante

d’actions presque libres atteint ce but.

Théoréme 3.2.2. (théoréme de Hsiang, voir [19]) Soit G un groupe de Lie
compact et soit M une G-variété. G agit presque librement sur M si et seule-

ment si la cohomologie rationnelle de M, Hf(M;Q), est de dimension finie.

Notons que, si 'action est libre, alors nous avons Mg ~ M/G, donc
H*(Mq;Q) = H*(M/G;Q) est de dimension finie car M /G est une variété

compacte.

3.3 Le rang torique

Dans cette section, nous donnons des conditions pour I’existence d’actions
de tore presque libres sur une variété M, la premiere condition concerne la

caractéristique d’Euler-Poincaré é x(M).

Théoreme 3.3.1. Si la variété M admet une G-action presque libre avec G
groupe de Lie connexe et compact, Alors la caracteristique d’Euler-Poincaré
de M est nulle.
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Tout groupe de Lie compact G admet une action libre par son tore maxi-
mal via des translations et nous savons que x(G) = 0 puisque G est rationnel-
lement un produit de spheres impaires. D’autre part, par le théoreme 3.3.1,

une sphere de dimension paire n’admet pas d’action de cercle presque libre.

Démonstration. Supposons que G agit presque librement sur M. Depuis
OBG ~ @, la fibre homotopie de l'injection M — EG xXg M a le type

homotopy de G Nous obtenons de cette maniere une fibration homotopique
G— M — EG xg M = Mg.
La suite spectrale Serre associée satisfait
Ey = H*(Meg; Q) ® H'(G; Q) — H*(M; Q).

Par le théoreme 3.2.2, le terme FE, est de dimension finie, et puisque la ca-
ractéristique d’Euler est préservée dans une suite spectrale et que x(G) = 0,
alors x (M) = x(Mg)x(G) = 0. O

Comme nous ’avons expliqué dans l'introduction de ce chapitre, le prin-
cipal «invariant» pour I’étude des actions presque libres est le rang torique
d’une variété, définissons maintenant cette notion dans le contexte des es-

paces topologiques.

Définition. Le rang torique d’un espace X, rk(X), est le plus grand entier

r tel que un tore T" agit presque librement sur X.

Le rang torique peut étre limité pour des raisons uniquement topolo-
giques. Par exemple, un bouquet (wedge) de sphéres a un rang torique nul
parce que le point de base doit rester fixe sous l'action ce qui découle di-
rectement de la topologie du bouquet. Le point de base du bouquet est le
seul point dont I’élimination augmente le nombre de composants, donc tout
homéomorphisme doit fixer ce point.

Malheureusement, le rang torique n’est pas un invariant homotopique.
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Remarque. Nous pouvons également définir 'entier sky(M) qui est le maxi-
mum des nombres r tel qu’il existe un tore 7" qui agit de maniere lisse sur M.
Cet invariant vérifie rks(M) < rk(M), mais il est tres difficile a calculer et la
relation exacte avec k(M) ne semble pas étre connu. La condition «presque
libre» n’est pas une condition standard dans les groupes de transformation,
mais le travail de R. Schultz [10] a exhibé une sphére N de dimension 17
qui n’admet pas d’action de S! lisse et libre, mais par contre N admet une
action de cercle libre continue puisque N et S7 sont homéomorphes. Pour
des remarques générales concernant la différence entre les degrés de symétrie

lisses et continus, voir [19].

Puisque nous sommes intéressés par 1'obtention d'un invariant homoto-
pique nous sommes amenés a la variante suivante de la définition du rang

torique.

Définition. Le rang torique rationnel d’un espace X, rko(X), est le mazi-
mum des k(YY) pour tout les CW-complexes finis Y de méme type d’homo-

topie rationnelle que X.

3.3.1 Rang torique des espaces rationnellement ellip-

tiques

Les premiers calculs sur le rang rationnel rationnel sont dus a Allday et
Halperin [1]. Rappelons que si M est un espace rationnellement elliptique, la
caractéristique de 'homotopie Euler est définie par

Xr(M) = rangpaire(M) — rangmimpaire(M).

La premiere estimation du rang torique dérivée des modeles algébriques
a également été 'une des premieres vérifications (avec la formalité pour les
variétés H et la solution du probleme géodésique fermé) que la théorie de
I’homotopie rationnelle pourrait étre utilisée pour obtenir des informations

géométriques intéressantes.

Théoreme 3.3.2. Si M est un espace nilpotent rationnellement elliptique,
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alors
rko(M) < x=(M).

Démonstration. Considérons la fibration de 'homotopie 7" — M — Myp»
associée a une action presque libre de T sur M. Puisque M et T" sont des
espaces rationnellement elliptiques, il en va de méme pour My -. Il en est de
méme aussi par homotopie de la suite exacte longue d’homotopie d’une fibra-
tion et, pour la cohomologie, par le théoreme 3.2.2. La séquence d’homotopie

exacte et longue donne alors
Xﬂ(M) = XW<MTT) + XW(TT)'

Rappelons maintenant que, pour un espace rationnellement elliptique X,
nous avons x,(X) < 0 [10], de x.(Mzr+) < 0 et x.(T") = —r, on en déduit
r S _X7r<M ) D

Corollaire. Si G est un groupe de Lie connexe compact, alors rko(G) =
rang(QG).

Démonstration. Rappelons [10, ezp2.39] que le modele minimal d’un groupe
de Lie G est une algebre extérieure (A(yy, ..., y,),d = 0) avec r = rang(G). 1l
s’ensuit que —x,(G) = rang(G). Par conséquent, rko(G) < rang(G), d’autre
part, si 7" est un tore maximal en G, alors la multiplication de gauche par

T" donne une action libre de 7" sur G, de sorte que rko(G) > rang(G). O

Corollaire. Si M = G/K est le quotient d’un groupe de Lie compact connexe

G par un sous-groupe compact K, alors
rko(G/K) = rang(G) — rang(K).

Démonstration. De la fibration K — G — G/K (et sa longue suite exacte
d’homotopie), on en déduit x.(G/K) = x(G) — xx(K) = -rang G+ rang K.
Cela implique l'inégalité

rko(G/K) < —x:(G/K) = rang(G) — rang(K).

Notons maintenant par 7° un tore maximal dans G et par T" un tore

maximal dans K. Les tores maximaux d’un groupe de Lie compact sont tous
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conjugués, donc on peut supposer 17" C T%. La multiplication de gauche
par 77" = T%/T" sur G/K est encore une action libre. Par conséquent, le
rang rationnel rationnel de G/K est supérieur ou égal a la différence s — r,
rko(G/K) > rang(G) — rang(K). O

Exemple. Comme nous I’avons vu, une sphere dimensionnelle impaire S2" 1

admet une action libre du cercle, comme x(S?"~!) = —1, nous avons rky(S* 1) =
1.

3.3.2 Calcul de rko(M) avec les modeles minimaux

Soit G = T" un r-tore et M une G-variété compacte et nilpotente, et
M — EG x¢ M % BG

La fibration de Borel associée, notre objectif dans cette section est de décrire
le modele minimal relatif de la fibration de Borel.
Rappelons d’abord les cohomologies rationnelles de T" et BT" :

La cohomologie de T" est une algebre extérieure de r générateurs de degré 1,

H* (T",Q) = A1, .-, yr)

Et la cohomologie de I'espace classifiant BT" est une algebre polynomiale de

r générateurs de degré 2,
H*(BT";Q) = Qlxy, -+, ).

En particulier, le modele minimal de 7" est (A(yi,...,yr),0), et le modele
minimal de BT" est (A(zy,...,x,),0).
Soit (AV,d) le modele minimal de M, alors un modele minimal relatif de

la fibration de Borel s’écrit :

(A(x1,. .., 2,),0) = (A2, ..., 2,) @ AV, D) — (AV, d).
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Lorsque 'action est presque libre, H*(A(z1,...,z,) ® AV, D) est de dimen-
sion finie par le théoreme 3.2.2 . Cela donne une caractérisation des actions

presque libres en termes de modeéles minimaux.

Proposition 3.3.1. Si M est une variété compacte nilpotente de dimension
m, alors rko(M) > r si et seulement s’il existe un modéle minimal relatif de

la forme :
(/\<m1a s >xr)a0> - (/\(l‘h s 7xr) ® /\VaD) - (/\‘/7 d)a

Ou |xj| = 2 pour i = 1,...,r, (AV,d) est le modéle minimal de M et la
cohomologie H*(\(x1,...,x,) @ AV, D) est de dimension finie.

De plus, si rko(M) > r, alors T" agit librement sur un CW-compleze fini
X qui a le méme type d’homotopie rationnel que M, et si m —r % Omod4,

alors on peut choisir X comme variété compacte.

Démonstration. Si nous avons une action libre 7" sur M, d’apres ce qui
précede I'énoncé de la proposition, nous avons un modele minimal relatif
avec les propriétés requises.

Pour 'autre sens de I’équivalence, on suppose que nous avons un modele
minimal relatif et que N est un CW-complexe nilpotent fini dont le modele
minimal est (A(zy,...,2,) ® AV, D), Les classes [r;] définissent des classes
dans H?(N;Q) multipliés par des nombres entiers k; on obtient [k;z;] dans
H?(N;Z) et on utilise ces classes pour définir une application ¢ : N —
K(Z/2)" = (CP(x0))", le pullback du T"-fibré (CP(oc0))" donne un CW-
complexe nilpotent fini X ayant le type d’homotopie rationnelle de M qui
admet une action libre de T7.

La cohomologie de (A(zy, ..., z,) @ AV, D) satisfait la dualité Poincaré et
la classe fondamentale est en degré m — r. Par conséquent, par le théoreme
3.2, lorsque m — r % Omod4, nous pouvons choisir N pour étre une variété
compacte. dans ce cas, 'application classifiante de peut étre compressée dans
CP(m — r) et peut étre remplacée par une application lisse. la fibration de

Hopf sur CP(m — r) est alors un fibré principal du cercle dont 'espace total
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est une variété homogene du type d’homotopie rationnelle de M. n

Exemple. Posons S'' — N — 512 le fibré de spheres associé au fibré tangent

de la sphere S'2. Nous désignons alors par
St~ B — (S

Le pullback de cette fibration le long d'une application (S3)* — S12 de degré
1. Montrons que rky(E) = 1. Tout d’abord, le modeéle minimal de F est

(/\(ylay27y37y47 Z)7d)7 |yJ| = 37 |Z‘ - 1]-7 Dz = Y1Y2Ysys.

Nous considérons alors le modele minimum relatif ( avec |x| = 2),

(/\I',O) — (/\.T ® A(y17y27y37y472)D> — (/\(y17y27y37y47z>7d)

Ou D(z) = dz+1°. De toute évidence, la cohomologie H*(Ax@A(y1, ¥2, Y3, Ya, 2 ),
D) est de dimension finie, Ce qui implique par la proposition 3.3.1 qu’il existe
une variété dans le méme type d’homotopie rationnelle que E qui admet une
action libre de S'. En particulier, rko(E) > 1.

Supposons maintenant que rko(F) = r > 1, par la proposition 3.3.1, il

existe un modele minimal relatif
(ANzx1, .y x),0) = (A1, - ooy Ty Y1, Y2y Y3,y Yay 2), D)

— (/\(yh Y2,Y3, Y4, Z)7 d)

Avec dim H*(A(z1, ..., Tr, Y1, Y2, Y3, Ya, 2), D) < 00, supposons D(y;) = a #
0, a € A(xq,...,x,). Maintenant, D(z) = dz + 7 = y1y2y3ys + 7 avec 7 €
Ideal(z;), donc

0= D*(2) = ayaysys + &,

Ou ¢ appartient a I'idéal engendré par y; et A=3(xy,...x,) pour des raisons
de degré, ce qui est impossible car aysyszys n’est pas dans cet idéal. Par

conséquent, par des arguments similaires, D(y;) = D(y2) = D(y3) = D(y4) =
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Ecrivons maintenant D(z) = a+ f avec a € A(z1, ..., z,) et f € Alz;)®
A+(y;). Laprojection (A(x1, ..., T, Y1, Y2, Y3, Ya, 2), D) = (A(z1,...,2,)/(a),0)
est alors surjectif en cohomologie. Par conséquent, A(xy,...,z,)/(a) est une
dimension finie et cela ne peut se produire que lorsque r < 1.

Notons que par le théoreme 3.3.1, nous avons une limite supérieure de
rko(F) donnée par 5 = —y,.(E) alors, nous voyons que l'estimation d’Allday-

Halperin est trop large.

3.3.3 La conjecture du rang torique

Le principal probleme lié au rang torique est sans doute la conjecture du

rang torique (CRT), qui est attribuée a S. Halperin.

Conjecture. (conjecture TRC)
Soit M un CW-complexe fini et nilpotent, alors

dim H*(M; Q) > 2k,

L’idée intuitive derriere la CRT est qu’une action 1" libre presque nulle
induit une injection de 7", au moins cohomologiquement sur M avec bien sir,
dim H*(T"; Q) = 2", donc la conjecture est une expression de cette notion
intuitive.

Notons que des exemples existent montrant que H*(M; Q) ne contient pas
nécessairement une algebre extérieure sur r générateurs méme si une action
presque libre de T" existe sur M.

Nous avons la formulation suivante de la conjecture TRC en termes de

modeles minimaux.

Conjecture. (CRT algébrique)

Soit (AV,d) une cdga minimale, et soit (A(x1,...,2r),0) = (A(x1,...,2,)®
AV,D) — (AV,d) un modéle minimal relatif avec |x;| = 2, tel que l’al-
gébre de cohomologie H*(N\(z1, . .., x,.)®AV, D) soit de dimension finie, Alors
dim H*(AV,d) > 2".
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La conjecture du rang torique est toujours ouverte, mais a elle a été

prouvée dans certains cas intéressants que nous allons maintenant considérer.

Proposition 3.3.2. La CRT est vrai pour tout produit de sphéres de dimen-

STOMS 1MPAITES.

Démonstration. Supposons qu’un r-tore 1" agit presque librement sur un
produit de spheres de dimensions impaires M = S™ x S x ... x S"P, Par
le théoreme [10, 7.13],

R < —x«(M) =p.

Cela implique que
2" < 2P =dim H*(M; Q).

Proposition 3.3.3. La CRT est vrai pour les espaces homogénes.

Démonstration. Soit G un groupe de Lie connexe compact et soit K un sous-
groupe de GG compact. on note le rang torique rationnel de G/K par r, et on

considere la suite spectrale de Serre associée a la fibration K — G — G/K :
H*(G/K)® H*(K) — H*(G).
Il s’ensuit que

dim H*(G) < dim H*(G/K) dim H*(K),

Puisque r = rang G —rang K, ce qui donne

_2rme @ dim H*(G)
-~ 2rang(K)  dim H*(K)

o — 2rang(G)frang(K) < dim H*(G/K)

]

Rappelons qu’une algebre commutative graduée H satisfait la propriété
forte de Lefschetz si H se comporte comme la cohomologie dune variété

compacte. Cela signifie que la propriété suivante est satisfaite :
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o Il y a un élément w € H? tel que pour chaque p < m, la multiplication

par w™ P induit un isomorphisme H? — H?*™~P,

Théoreme 3.3.3. Si un r-tore T" agit presque librement sur une variété
conneze et compacte M dont cohomologie satisfaisant la propriété forte de
Lefschetz, alors linjection d’une orbite T" — M, induit une injection en

homologie. En particulier, la CRT est vrai dans ce cas.

Démonstration. S’il y avait une T"-action presque libre sur M, alors il exis-

terait une injection
H.(T"; Q) = H(M;Q).
Puisque M est simplement connexe ce qui est impossible. O

Corollaire. Une variété compacte simplement connexe M dont la cohomo-
logie satisfait la propriété de Lefschetz n’admet pas d’action de tore presque

libre.

Démonstration. S’il y avait une action presque libre du 17" sur M, il y’aurait
une injection H.(T";Q) — H.(M;Q), puisque M est simplement connexe,

ce qui est impossible. O

Théoréeme 3.3.4. (Inégalité de Puppe) Si un tore T" agit presque librement

sur un espace topologique paracompacte de type fini X, alors
dim H*(X; Q) > 2r.

Voir [25] pour la démonstration.

65



CHAPITRE 4

AMELIORATION DE L'INEGALITE DE PUPPE

4.1 Nouvelle démonstration de ’inégalité de
Puppe

Soit X un espace topologique simplement connexe muni d’une action

presque libre du groupe T". Nous désignons rky(X) = n et nous supposons

que n # 0.
Le modele minimal de Sullivan de 'espace classifiant Byr»du groupe de

Lie T" est un anneau polynomial désigné ici par R, il a la forme suivante :

R = (A(ty,--- ,t,),0) avec deg(t;) = 2.

La fibration de Borel associée [5, p.53] a cette action est :
X — Xpn — Bpn

Selon Brown [6], il existe un complexe de R-modules différentiels

(R® H*(X;Q),A) et un quasi-isomorphisme de R -modules :
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Soit f = {ai, - ,ap, aps1,- -+, oy} une base de H*(X, Q) telle que :
|a;| est impaire pour : 1 <7 <p

|a;| est paire pour : p+1<i<2p

La différentielle A s’ écrit pour i, 1 <7 <p

p
Al®a;) = P@ 1+ ) tyay,
j=1

ou P; est un polynoéme homogene en (¢y,--- ,t,).
Considérons la matrice M = (t;;)1<i j<p d’ordre p sur R,
Et on note, I I'idéal de R définie par :

p a1
I={> a;P/M|:|=0} (4.1)
j=1

ap
on note R = R/I.

Ainsi nous avons le diagramme suivant :

- (R® H*(X,Q),A)

i/

Ou 7 est 'injection canonique, p est la surjection canonique,et le morphisme
7 induit par passage au quotient.
En passant a la cohomologie, le diagramme ci-dessus induit le diagramme

suivant :

H(R® H*(X,Q),A)

i/
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On a 7* est injective.
En effet si @ € R telle que i*(a) = 0 = i*(a) Alors,

p
a®l= A(Zai(xi) (4.2)
i=1
p p p
=Y aP@l+ ) a(d tyay,) (4.3)
i=1 =1 j=1

= ZCLiPi ®1+ Z((Zaitﬁ)aﬂp) (4.4)

p p
Alors, a = Y a;,P; et Y a;t;; =0 pour tout i,1 <i<p.
—1

=1 %
Par conséquent, a € I d’ou a = 0.

Ce qui implique que, dim R < dim H*(Xz»; Q) < co.

Et comme {1,--- ,%,} est une famille libre dans R alors dim R > n.

D’autre part, puisque Mest une matrice carrée d’ordre p sur 'anneau R
alors I est un R-module de dimension N < p.

Nous avons dim R/ < oo d’ott dim I = N > n ceci implique que

dim H*(X,Q) > 2n. O

4.2 Une amélioration de la limite inférieure

de I’inégalité de Puppe

Le théoreme principal

Soit X un espace topologique simplement connexe avec une T"™-action
presque libre telle que dim H*(X;C) < oc.

La fibration de Borel associée [5, p.53] a cette action est :
X — Xqn —> Bpn

Le quotient homotopique X7~ admet le modele minimal de Hirsch-Brown :
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Drn = (H*(Bra; C) ® H*(X; C); d)

Comme H*(Bgn; C)-module [2, sectionl.3].

Nous définissons une filtration croissante F, sur H*(X;C) par :

F =0 (4.5)

Fy = (d(@)| 5+ (x:c) " (H*(Br»; C) ® Fy ) (4.6)

La longueur [(X) de H*(X,C) est définie par :

l=inf{ge N/F,=H"(X,Q)}. (4.7)

On utilise ’évaluation en o = (o, -+ , ) pour définir le nouveau es-
pace :

DTn (X)a — C ®H*(BTn;(C) DTn (X) (48)

O la structure de ce H*(X; C)-module est définie par application :

t; e N e7]
Nous savons par [3, thm 4.1}, que pour « # (0,---,0), on a :
H*(Dpn (X)), dg) = 0.

dq, est donnée par d évaluée en o € C. ([2,p.26])
Maintenant, pour chaque ¢,0 < ¢ </, soit A; un complémentaire de
F, i dans F :

Fq == Aq EB Fq—l

Le résultat principal de cet article est une amélioration de la limite infé-

rieure de I'inégalité de Puppe exprimée dans le théoreme suivant :

Théoreme 4.2.1. Soit X un espace topologique simplement connexe avec
une action de T™ presque libre, on note n = rko(X) pour n > 4 nous avons
toujours dim H*(X; Q) > 3n — 2
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La preuve de ce théoreme est basée sur le lemme suivant :

Lemme. Sous les mémes conditions que le théoréme ci-dessus :
dim A; > n.

Définition. ([28,v0l1,p.90]) Par P", nous désignons un espace projectif de
dimension n sur C. Une variété algébrique projective V est un sous-ensemble
algébrique de P, c’est-a-dire ['ensemble des zéros de certains polynomes ho-
mogénes f;,i € I,en les coordonnées homogénes (xg, -+ ,x,) de P"* : V =

{(@o, -+ sl filwo, -+ @) = 0,0 € I}

Preuve du lemme

Démonstration. Selon Puppe [24, p.7], nous savons que [ > n et dim A, > 2,
pour chaque ¢, 1 < ¢ <[ —1.

Soit {ay,---,a,} et {by, -+ ,bs} deux bases de A; et Ay. Pour chaque i,
1 <4 <'r, nous pouvons écrire :

d(a;) = piby + wi;

Ou p; sont des polynomes homogenes sur tq,--- ,t,, et wy est une com-
position linéaire de by, - ,bs sur Q[ty,--- ,t,]. Si Pon suppose que r < n,
Alors la variété algébrique V(py,--- ,p,) est différente de {(0,---,0)}. Par
conséquent, nous pouvons prendre o € V(py, -+ ,p)\{(0,---,0)} tel que :

dyby =0 (car Fy = Ay = ker((j)).

czaai =w; pour 1 <7< r.

Cela nous montre que le d,- cocyle by n’est pas zéro dans H*(Drn(X)*, d,)

ce qui est absurde. O

Preuve du théoréme 4.2.1

Démonstration. Notons m, = dim A,,0 < ¢ <.
D’ou, nous avons

dim H*(X;Q) = Zl:mq
Ainsi : i .

dim H*(X;Q) > mo+my+my+ Y my >2+n+2(n—1). >3n—-2. O
q=2
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Exemples et Remarques

Remarque. Le théoreme 4.2.1 donne une mesure de 'obstruction pour une
variété pour avoir une action presque libre 7", par exemple une variété com-
pacte simplement connexe M avec la somme de ses nombres Betti < 3n — 2

ne peut avoir d’action presque libre de T™.

Exemple. Le rang torique de la variété M = (S*"T1)" est égal a r et la
somme de ses nombres Betti est égale a 2" [10, p.284],
nous avons dim H*((S*"1)4: Q) =16 <3 x 7—2 = 19.

Donc (S2**1)4 ne peut pas avoir une action presque libre de 77.
Remarque. En 2012 M. Amann [4] a établi le résultat suivant :

Théoréme 4.2.2 (théoreme d’Amann). Si un n-tore T agit presque libre-
ment sur un espace X de Hausdorff paracompacte de dimension finie, alors

dim H*(X;Q) > 2(n + [n/3))

X peut étre considéré comme CW-complexe fini ou une variété compacte.
Il est clair qu’a partir de n = 7, le théoreme 4.2.1 donne une limite

inférieure plus grande que le théoréeme d’Amann.
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CHAPITRE 5

CONJECTURE DE HILALI DANS LE CAS DES
MODELES A GENERATEURS IMPAIRS

5.1 La conjecture H dans le cas de généra-

teurs impairs sous condition

En 1990 [9], M.R.Hilali a conjecturé que la dimension de I’homotopie
rationnelle d'un espace topologique elliptique, simplement connexe ne dépasse
pas celle de sa cohomologie rationnelle. Cette conjecture (de Hilali) se nomme
aussi conjecture H.

Conjecture H (version topologique) :

Soit X un espace topologique elliptique, simplement connexe. Alors,

dim7, (X) ® Q < dim H* (X; Q)

Conjecture H (version algebrique) :
Si (AV,d) est un modele minimal de Sullivan d’un espace topologique X

elliptique et simplement connexe, alors

dim H* (AV,d) > dim V/
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On a le résultat particulier suivant :

Théoreme 5.1.1. Soit X un espace topologique elliptique, simplement connexe,

et soit (AV,d) son modéle minimal de Sullivan. Soit 1 <i < n, et posons :
V =Q(ay,...,a,) avecla;| € 2N+1, da; = P, € A(ay,...,a;—1) et A; = A(aq, ..., q;).

Si pour tout 1 < i < n, [P?] =0 dans H* (A;_1), alors dim H* (A,) > n.

)

Pour la démonstration, on va procéder par récurrence sur n = dim V.

V =Q(ay,...,a,). lci, on veut prouver que
dim H* (A (ay, ..., an) ,d) > n, avec les |a;|, 1 < i < n, sont impairs et (da;)* =
dQ; on Q; € A(ay,...,a;_1).

On suppose par récurrence que dim H* (A (aq,...,an-1),d) > n — 1, et
montrons que dim H* (A (ay, ..., a,) ,d) > n. Poun =0

Soit {a1, ..., a,.} une base homogene de H*(A (a1, ...,a,-1),d).
Soit 1 <7 < n, et posons :

dai = PZ € A(al, ...,ai_l) , O = [wz] et Az = A(G,l, ...,ai) .

On pose : 1 : A,_1 — A, I'injection canonique, et

i H* (A1) — H* (A,) .
Nous allons faire appel aux deux propositions suivantes :

Proposition 5.1.1. Si [P,] # 0 dans H* (A,_1) Alors on a
keri, = H* (A,—1) . [P,)

lidéal de H* (A,—1) engendré par [P,].

Démonstration. (a) On a

iv (wh]) = [wh] = [d (wa,)] =0
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et donc
H* (A,_1).[P,] C keri,

(b) Soit v € keri,, donc 3 (w, P, Q) tel que :

a = [w]
dw =0
w=d(Pa, + Q)

donc
w = (dP)a, + (-1)' PP, + dQ

ce qui implique que

dP =0
w= (1" PP, +dQ)

on en déduit que, o = [w'P,] ou
W] = [0 P|
Et par suite,

a€ H (A1) . [P

Ainsi,
keri, = H* (A,_1) . [P,]
Proposition 5.1.2. On a
dim H* (A,) > dim H* (A,,_1)
Démonstration. On pose :
By ={wiP),/1<i<pet |w| <.. <l|wl}
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base de keri,, et

By={B8j=1pjl/1<j<4q}

base d'un supplémentaire F' de keri, dans H* (A,_1). Montrons que

B ={lwiPhan —wiQn], B,/ 1<i<p, 1<j<gq}

est un systeme libre dans H* (A4,,) . En effet, soient (A, ..., \,) € QP et (pu1, ..., itg) €
Q1 tels que

p

Z)\z‘ [wi Pran — wiQn] + Zﬂj [pjl =0

i=1 j=1

Donc, 3(P,Q) € A2, tel que

p p q
> AwiPaan—Y NwiQut+> pip; = d(Pa, + Q) = (dP) a,+(—1)" PP,+dQ
i=1 i=1 j=1
ceci nous donne
p
q p = ‘P‘
Yowipi — > Aiwi@Qn = (=1)"" PP, +dQ
j=1 i=1
D’ou,
p
i=1

q
_1/Ljﬁj € H* (Anfl) . [Pn] nF

J

Et par suite, V1 < i <p, V1 < j <gq, (A, ;) = (0,0). Et par conséquent,

dim H* (A,) > card (B) = dim H* (A,,—1)
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Démonstration. Du théoreme
Deux cas sont a traiter :
I) [P,] =0dans H* (A,—1) :
Ecrivons da,, = P,.Si [P,] = 0 et P, = dQ, alors on peut faire un changement

de variable et poser a,, = a, — Q. Dans ce cas
(A(ay,...,a,),d) ~ (A(a,...,an_1) ,d) ® (Aal,,0)
et H* (A (aq,...,a,)) = H* (A (aq,...,an_1)) ® Ad),

Donc

dim H* (A (a1, ...,a,)) > 2(n—1).

II) [P,] # 0 dans H* (A,,—1) :

Posons :
Z(Apq)i=ker(d: Ay — Ap—q) et B(Ap—1) :=Im(d: Ay — An—1)

Considérons le morphisme

o ) — (A
o [w] — wh] = [Puw]

On a Im¢ C ker ¢
En effet, soit € Z (A,_1), on a ¢ ([0P,]) = [0P?] = [d (0Q,)] = 0.

Et on a aussi
Siker ¢ = Im¢p, alors dim H* (A,)) > dim H* (A,—1) + 1
Puisque (a) V1 <k <n—1, day =0 : alors

dim H* (A,) > dim H* (A,_;) > 2" ' >n

(b) Sl existe [ € {1,...,n—1} tel que da; # 0 : on voit que da; €
B(A,—1) C ker ¢, donc il existe A € Q* tel que da; = AP, puisque |a;| <
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... <'lan|, donc nécessairement |da;| < |P,|. Considérons
B =la; — Aa,| € H* (A,)

Montrons que la famille BU {3} est libre dans H* (4,,) .

En effet, supposons que

p p q
B= 1Y AwiPaay, — Y AwiQu+ Y ;| <
i=1 i=1 j=1

p p q
@ = Nan = Y Nwi Pty — > XwiQn + Y 05+ dQ
i=1 i=1 j=1

ou N\, 1t; € Q et @ € A,. Or ceci est impossible, car le second membre ne
contient pas le terme a;. Do, dim H* (A4,) > dim H* (A,,—1) + 1.

On le résultat suivant :

Si ker ¢ # Im¢, alors dim H* (A,)) > dim H* (A1) + 1

En effet, on sait d’apres la proposition 5.1.2 que B est un systeme libre
dans H* (A,) . Soit [w] € ker ¢ . Im.
On a ¢ (Jw]) =0, donc il existe p € A,,_; tel que wP, = dp. Soit
a=la,w—p| € H (A,)

Montrons que la famille BU{«a} est libre dans H* (A,).
En effet, Si

p p q
a= Z)\Z‘UJiPna'n - Z)\iwz'@n + Zﬂjpj
i=1 i=1 =1

avec \;, uu; des rationnels, donc 3 (P, Q) € A2_; tel que
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P P q p
Ay — p = ay (ZM%&) — Z)\iwiQn + Z,U/jpj +d(a, P+ Q) = a, <Z)\iwiPn — dP)
i=1 i=1 j=1 i=1
p q
_Z)\iwiQn + Z/vbjpj + PnP + dQ
i=1 j=1
On obtient donc le systeme

p
w = Z)\szpn —dP

=1

q p
p=— (Zlujpj + PP+ dQ) + Z:l)\iwiQn
Jj= =

Or la premiere équation implique que

w] € Imé, <[w] =9 (in M))

contradiction avec [w] € ker ¢ . Ime. O

5.2 Un exemple

Exemple. Soit da; = monome, ot V = Q (a;);<;-,, -
Posons :

/
dai = Pl = ail...ain = ahPi

Si da; = 0, on prend a; € H*.

Sinon, on a da;,a; = 0, si ¢’est un cobord, soit dfa, = a;,a; (B € Q).
Deux cas a envisager :

(1) ajya; € B(aiq1y.ey Qpy.y @)

Il existe donc un certain m tel que : df'a,, = a;;a; (" € Q*). On prend

B'ay, — Ba, € H*
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(2) a;, A5 g_f B(ai-‘rl? ...,(i;f, ...,an) .
On a da;,ar, = 0, si c’est un cobord, posons : a;,a;, = daa; (o € Q).
(@) aj,ar € B (a1, -y @y ooy Q)

Il existe s tel que : do/as = a;, ay.
o'ay, — aay € H*convient

(0) ajap & B (Agsty ey Qlyeeey Q) -
On a da;, a;a;, = 0. On montre que a;, a;a, € H*.

Supposons par l'absurde que a;, a;ay est un cobord, c’est-a-dire a;, a;a =

dQ.
Pour des raisons de degrés, on doit avoir Q € A2.

On a
ai, aay, = dQ = d (Na; Qi + MarQr) ot Q; € Q ay et Qr € Q ay,
Ceci nous donne d@Q = d (\;a;Q;), puisque axQy = 0, ainsi,

dQ = AiQidai - )\iaiin
N N——
£0 £0

Or ceci est impossible, car \;(;da; ne contient pas le terme a;.

Et par conséquent,

dim H* (AV,d) > dim V
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