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INTRODUCTION

La topologie algébrique représente l’un des champs de recherche les plus

prolifères en mathématiques durant les cents dernières années, elle s’est déve-

loppée de manière fulgurante pour donner naissance à de nouvelles branches

qui connaissent un développement effréné.

L’une des finalités principales de la topologie algébrique est d’associer des

invariants algébriques comme les groupes d’homotopie ou d’homologie à des

espaces topologiques, ces invariants vont permettre par la suite de classifier

les espaces selon leurs types d’invariants.

Mais il s’avère qu’on ne sait même pas calculer les groupes d’homotopie

des sphères, πn(Sr) sauf, bien sûr, si n < r (c’est {0}) et si n = r (c’est

Z). On ne connâıt que des résultats particuliers : π3(S2) = Z (H. Hopf) ;

πn+1(Sn) = Z/2Z pour n ≥ 3 (H. Hopf) ; πn(Sr) est abélien fini si r est

impair et n > r (J.-P Serre) ; toutes les sphères de dimension > 1 ont une

infinité de groupes d’homotopie non nuls (J.-P Serre) ; πn(S5) 6= 0 pour tout

n ≥ 5 (Curtis), etc. On a tout de même quelques résultats généraux : par

exemple, si la variété X est compacte, alors πn(X) est un groupe de type

fini. Mais il est quasiment impossible pour le moment d’en savoir plus. Les

topologues se sont donc fixé un objectif moins ambitieux : peut on au moins

décrire :

πn(X)⊗Z Q
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(la partie libre du groupe) ? Et là, il se trouve que la réponse est oui, du

moins si X est simplement connexe (c’est-à-dire si π1(X) = 0) : dans ce cas,

on peut calculer les groupes πn(X) ⊗Z Q à partir du complexe de de Rham,

grâce à la théorie de Quillen-Sullivan.

C’esi ainsi que naquit la théorie de l’homotpie rationnelle, elle s’est dé-

veloppée avec les travaux de Quillen aux années 1960 et Sullivan aux années

1970.

Il s’agit d’une théorie où plusieurs problèmes ouverts challengent les cher-

cheurs aux quatre coins du globe, pour nous dans le présent travail on s’in-

téressera à deux problèmes d’entre eux à savoir la conjecture de Hilali et la

conjecture de Halperin, dans l’espoir d’apporter notre pierre à ce magnifique

édifice, d’abord on s’est intéressé à la conjecture de Hilali et qui est toujours

ouverte depuis 1990, et qui a été résolue pour des cas particuliers d’espaces

topologiques (cf www.algtop.net), en suite et par soucis de comprendre l’ori-

gine de cette conjecture j’ai commencé à étudier la conjecture de Halperin

toujours ouverte après plus de quarante ans.

La conjecture de Hilali [16] stipule que, la dimension des groupes d’ho-

motopie rationnelle d’un espace topologique elliptique, simplement connexe

est toujours inférieure à celle de sa cohomologie rationnelle :

dimH∗ (X;Q) ≥ dimπ∗ (X)⊗Q

Dans la théorie de l’homotopie rationnelle on a l’avantage de pouvoir

associer à chaque espace topologique simplement connexe X, une algèbre

différentielle graduée qui encode complètement le type d’homotopie ration-

nelle de cette espace. Ce résultat très profond est dû à Sullivan [32], c’est

une correspondance bijective entre les ”modèles minimaux de Sullivan” et les

”types d’homotopie rationnelle”.

{
types d’homotopie

rationnelle

}
∼=←→

{
classes d’isomorphismes des

modèles minimaux de Sullivan sur Q

}
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Le modèle minimal de Sullivan associé à un espace X via cette correspon-

dance est une algèbre différentielle graduée commutative simple de la forme

(ΛV, d), où ΛV est l’algèbre graduée commutative libre sur le Q-espace vec-

toriel gradué V = {V n}n≥2 .

Ce modèle minimal de Sullivan (ΛV, d) est lié à l’espace X par les pro-

priétés suivantes :

Hn(ΛV, d) ∼= Hn (X;Q) et HomZ (V n,Q) ∼= πn (X)⊗Q (n ≥ 0)

La version algébrique de la conjecture de Hilali s’écrit donc :

dimH∗ (ΛV, d) ≥ dimV.

Par ailleurs, la très célèbre conjecture de Halperin [10, p.271] sur l’action

du tore sur les espaces topologiques stipule que pour tout espace topologique

X qui admet une action d’un n-tore T n, la somme des nombres de Betti d’un

tel espace lorsque l’action est presque libre est toujours supérieur à 2n.

Nous disons que l’action est presque libre si chaque sous-groupe d’isotro-

pie est fini. Le plus grand nombre entier n ≥ 1 pour lequel X admet qu’un

n-tore presque libre s’appelle le rang torique de X et noté rk(X). Si X n’ad-

met pas d’action de tore presque libre, alors rk(X) = 0. Malheureusement,

rk(X) n’est pas un invariant d’homotopie et est assez difficile à calculer. Pour

obtenir un invariant homotopique, nous définissons le rang torique rationnel,

rk0(X) qui est le maximum des rk(Y ) parmi tous les CW-complexes fini Y

de même type d’homotopie rationnelle que X.

Conjecture (La conjecture du rang Torique).

Si X est simplement connexe, alors dimH∗(X;Q) ≥ 2rk0(X).

Conjecture (La conjecture de Hilali ).

Si X est elliptique et simplement connexe, alors
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dimH∗ (X;Q) ≥ dimπ∗ (X)⊗Q.

Compte tenu de la difficulté de ces conjectures qui sont classées NP-Hard

[23], nous allons donner des minorations polynomiales de la dimension coho-

mologique. Nous commençons par donner une autre preuve de l’inégalité de

Puppe, puis nous établissons une minoration qui améliore celles de Puppe et

d’Amann.

Théorème A (Inégalité de Puppe).

Si X est simplement connexe, alors dimH∗(X;Q) ≥ 2rk0(X).

Théorème (Amann)

Si un n-tore T agit presque librement sur un espace X de Hausdorff para-

compacte de dimension finie, alors dimH∗(X;Q) ≥ 2(n+ [n/3]).

Théorème B

Soit X un espace topologique simplement connexe avec une action de T n

presque libre, on note n = rk0(X).

Pour n ≥ 4 nous avons toujours dimH∗(X;Q) ≥ 3n− 2.

Théorème C

La conjecture de Hilali est vraie dans le cas des espaces elliptiques simple-

ment connexes dont le modèle minimal de Sullivan (ΛV, d) vérifie :

V = Q (ai)1≤i≤n avec |ai| ∈ 2N+ 1 et
[
(dai)

2] = 0 pour tout i.

Cette thèse est organisée comme suit :

— Le trois premiers chapitres sont consacrés aux outils de base nécessaires

à la résolution des questions posées.

— Dans le quatrième chapitre nous donnons une nouvelle preuve du théo-

rème A de Puppe, et aussi nous démontrons la nouvelle minoration
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polynomiale annoncée au théorème B.

— Au chapitre 5, nous vérifions par le théorème C la validité de la conjec-

ture de Hilali des espaces rationnels elliptiques 1-connexes, dont les

groupes d’homotopie sont concentrés aux degrés impairs, et vérifiant

une certaine condition d’attachement.
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CHAPITRE 1

GROUPES DE LIE ET ESPACES HOMOGÈNES

1.1 Groupes et algèbres de Lie

1.1.1 Groupes de Lie

Dans ce chapitre, nous allons donner la définition et quelques propriétés

de base des groupes de Lie. La documentation est abondante sur ce sujet on

peut se référer à [2].

Définition. Un groupe de Lie est un ensemble G qui est à la fois une va-

riété différentielle et un groupe pour lequel la multiplication, (g, g′) 7→ gg′, et

l’application inverse, g 7→ g−1, sont lisses. La dimension d’un groupe de Lie

est sa dimension en tant que variété différentielle. Un homomorphisme de

groupes de Lie est un homomorphisme de groupes qui est aussi une applica-

tion lisse. Un isomorphisme de groupes de Lie est un homomorphisme f qui

admet un inverse f−1 tel que f−1 soit aussi un homomorphisme de groupes

de Lie.

Par exemple, R et S1 sont des groupes de Lie pour les structures habi-

tuelles des variétés et des groupes. On remarque que par définition le produit

de deux groupes de Lie est un groupe de Lie pour les deux structures cano-

niques du produit de groupes et produit de variétés. Donc Rn et (S1)n sont
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des groupes de Lie. Les tores T n = (S1)n qui seront étudiés dans cette thèse

sont un exemple classique de groupes de Lie, on peut y ajouter les différents

groupes de matrices.

Observons aussi que si V est un espace vectoriel réel, l’ensemble Gl(V ) des

isomorphismes linéaires sur V est un groupe de Lie.

Remarque. Certaines propriétés requises dans la Définition 1.1 sont en fait

automatiques :

• Si la multiplication est une application lisse, alors l’inverse l’est aussi

(Par le théorème des fonctions implicites).

• Un homomorphisme bijectif de groupes de Lie est un isomorphisme de

groupes de Lie.

• Un homomorphisme bijectif de groupes de Lie est un isomorphisme de

groupes de Lie.

• Une application f : G → H entre groupes de Lie qui est à la fois un

homomorphisme des groupes et une application continue est un homo-

morphisme des groupes de Lie.

Un sous groupe de Lie d’un groupe de Lie G est à la fois un sous groupe

et une sous variété de G. Les sous groupes de Lie peuvent être déterminés

avec le théorème suivant d’Elie Cartan.

Théorème 1.1.1. ([10, chap1]) Un sous groupe H d’un groupe de Lie com-

pact G est un sous groupe de Lie de G si et seulement si H est un sous groupe

fermé de G.

On s’intéressera dans la suite aux groupes de Lie connexes compacts, et

à leur type d’homotopie, et on a le théorème de décomposition d’Iwasawa

suivant :

Théorème 1.1.2. Tout groupe de Lie connexe G admet un sous-groupe maxi-

mal compact H (de façon unique) tel que G soit isomorphe au produit H×Rm.

En particulier G et H ont le même type d’homotopie.
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1.1.2 Algèbres de Lie

Nous introduisons ici la notion d’algèbre de Lie.

Définitions. Une R-algèbre de Lie est un R-espace vectoriel muni d’une

application bilinéaire, qu’on appelle crochet de Lie,

[−,−] : L × L(→)L

telle que, pour tout l1 ∈ L, l2 ∈ L, l3 ∈ L, on ait :

•[l1, l2] = −[l2, l1] (anti-symétrie),

•[l1, [l2, l3]] + [l2, [l3, l1]] + [l3, [l1, l2]] = 0 (Identité de Jacobi).

Un homomorphisme d’algèbre de Lie est une application linéaire,

ϕ : L → L

qui préserve le crochet de Lie, c’est à dire :

ϕ[l1, l2] = [ϕ(l1), ϕ(l2)] pour tout (l1, l2) ∈ L × L.

Une sous algèbre d’une algèbre de Lie est un sous espace vectoriel n tel

que [n, n] ⊆ n. Un idéal de L est une sous algèbre de Lie n telle que [n,L] ⊆ n.

Toute structure d’algèbre associative sur un espace vectoriel A donne une

structure canonique de l’algèbre de Lie LA sur le même espace vectoriel par

[a1, a2] = a1a2− a2a1. Notre exemple le plus intéressant vient de la structure

d’un groupe de Lie G.

Observons que, en raison de la structure du groupe, tout phénomène à un

point particulier de G peut être traduit partout dans G en composant avec

les éléments du groupe. Par exemple, un groupe de Lie connexe est généré,

comme espace topologique, par tout voisinage de l’identité e. Nous formali-

sons cette remarque en introduisant la notion de translation à gauche et à

droite.

Définition. Soit g ∈ G, on construit la translation Lg : G→ G avec Lg(h) =

g · h pour tout h ∈ G. de manière similaire nous définissons la translation à

droite Rg par Rg(h) = h · g.
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1.1.3 Groupes de Lie abéliens

Il est essentiel d’étudier les groupes de Lie abéliens et les sous-groupes de

Lie abéliens d’un groupe de Lie connexe et compact.

Définition. Un groupe de Lie abélien est un groupe de Lie G qui satisfait

gg′ = g′g pour tout (g, g′) ∈ G × G. Une algèbre de Lie abélienne est une

algèbre de Lie Y telle que [l, l′] = 0 pour tout (l, l′) ∈ Y × Y.

On peut prouver qu’un groupe de Lie G est abélien si et seulement si son

algèbre de Lie G est abélienne. Un produit de n cercles est un groupe de Lie

abélien, appelé n-tore (ou simplement un tore) et noté T n, les tores sont des

exemples des groupes de Lie abéliens.

Théorème 1.1.3. Tout groupe de Lie abélien connexe G est isomorphe au

produit des groupes de Lie T p × Rq.

Par conséquent, tout sous-groupe abélien de Lie connexe d’un groupe de

Lie compact G est un tore T . On appelle un sous-tore T ⊂ G le tore maximal

dans G s’il n’est pas contenu dans un autre tore, on peut alors prouver le

résultat qui suit :

Théorème 1.1.4. Tout élément d’un groupe de Lie compact et connexe ap-

partient à un tore maximal, deux tores maximaux sont conjugués.

La dimension d’un tore maximal est appelée le rang du groupe de Lie, et

le normalisateur d’un tore maximal T de G est un groupe de Lie compact

noté N(T ).

Le quotient W (G) = N(T )/T est appelé le groupe Weyl de G. A isomor-

phisme près, ce groupe ne dépend pas du choix d’un tore maximal en G, en

fait, W (G) est un groupe fini.

Notez que puisque T est abélien, la restriction de l’action de conjugaison de

N(T ) à T est triviale sur T , donc elle donne une action de W (G) sur T .
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1.2 Action de groupe

Définitions. • Une action à gauche d’un groupe topologique G sur un espace

topologique X est une application continue

ρ : G×X −→ X

(g, x) 7→ g.x

telle que : ∀g, h ∈ G, x ∈ X g.(hx) = (gh).x et e.x = x

• Un G-espace à gauche (X, ρ) est constitué d’un espace X et d’une action

à gauche ρ de G sur X.

• L’homéomorphisme

lg : X −→ X

x 7→ g.x

est appelé translation à gauche par g.

• On peut définir une action à droite :

X ×G −→ X

(x, g) 7→ x.g

qui satisfait : ∀g, h ∈ G, x ∈ X (xh).g = x.(hg) et x.e = x.

• Une action est dite fidèle si : ∀x ∈ X g.x = x =⇒ g = e

• Une action est dite triviale si : ∀x ∈ X, ∀g ∈ G g.x = x.

• la relation R sur X ×X définie par : xRy ⇐⇒ ∃g ∈ G /y = gx est une

relation d’équivalence sur X.

• La classe d’équivalence de x ∈ X est l’orbite Gx.

• l’ensemble des classes d’équivalences mod R est notée X/G, est appelé l’es-

pace orbite.

• On note q : X −→ X/G l’application quotient.

• Une action est dite transitive s’elle contient un seul orbite.

• L’ensemble Gx = {g ∈ G/gx = x} est un sous groupe de G appelé groupe

d’isotropie (ou stabilisateur) en x.

• Une action est dite libre si tous les groupes d’isotropies sont triviaux.
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• On a Ggx = gGxg
−1.

• On dit que l’action est presque libre si les groupes d’isotropie sont finis.

• Soit A ⊂ X avec X un G-espace, A est dite G-stable ou G-invariante si :

∀g ∈ G ∀a ∈ A ga ∈ A.

• Pour tout sous groupe H ⊂ G, l’ensemble XH = {x ∈ X /hx = x ∀h ∈ H}
est appelée les points fixes par H.

• Soient X et Y deux G-espaces, une application f : X −→ Y est appelée

G-application ou application G-équivariante si :

∀g ∈ G ∀x ∈ X f(gx) = gf(x).

• Si (Xj)j∈J est une famille de G-espaces alors l’espace topologique produit∏
j∈J Xj avec l’action diagonale :

G×
∏

j∈J Xj −→
∏

j∈J Xj.

(g, (xj)j∈J) 7→ (gxj)j∈J

est un produit dans la catégorie G− TOP .

• Une G-application f : X −→ Y induit par passage à l’espace des orbites

X/G une application f/G : X/G −→ Y/G.

• Une homotopie équivariante ou G-homotopie Ht est une homotopie telle

que ∀t Ht est une G-application .

Proposition 1.2.1. Soient X un G-espace, A ⊂ G, B ⊂ X

si B est un ouvert alors AB est un ouvert.

l’application orbite q : X −→ X/G est ouverte.

1.3 Fibré localement trivial

Définition. Soient p : E −→ B une application continue et un ouvert U ⊂
B ; supposons que p est surjective pour éviter les fibres vides.

Une trivialisation de p au dessus de U est un homéomorphisme ϕ : p−1(U) −→
U × F c’est à dire un homéomorphisme qui vérifie pr1 ◦ ϕ = p

comme ϕ induit un homéomorphisme de p−1{u} dans {u} × F alors F est

déterminé à partir de l’homéomorphisme.
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L’application p est localement triviale s’il existe un recouvrement ouvert U
de B tel que p admet une trivialisation au-dessus de chaque U ∈ U
Une application localement triviale est dite un fibré, et une trivialisation lo-

cale une carte locale.

Si les fibres sont homéomorphes à F ; alors F est dit fibre typique.

L’espace B est dit espace base, et E espace total.

Exemple. 1. L’application projection X × F −→ X est une application

localement triviale de fibre F.

2. L’application exp : R −→ S1 définie par : exp(t) = e2iπt est localement

triviale de fibre Z

3. Tout revêtement p : E −→ B avec B connexe est une application loca-

lement triviale de fibre discret.

Définition. une section du fibré p : E −→ B est une application continue

s : B −→ E telle que :

p ◦ s = idB c’est à dire ∀b ∈ B s(b) ∈ p−1(b)

Définition. Soient (E, p,B) et
(
E
′
, p
′
, B

′)
deux fibrés. Un morphisme de

fibrés (u, f) : (E, p,B) −→
(
E
′
, p
′
, B

′)
est une paire d’applications u : E −→

E
′

et f : B −→ B
′

telle que : p
′
u = fp c’est à dire le diagramme suivant est

commutatif :

E E
′

B B
′

u

p p
′

f

Comme :

∀b ∈ B u(p−1(b)) ⊂ p
′−1

(f(b)),

On dit que le morphisme préserve les fibres.

Définition. Soient (E, p,B) et
(
E
′
, p
′
, B
)

deux fibrés sur B.Un morphisme

de fibre sur B, est une application u : E −→ E
′

telle que le diagramme suivant
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est commutatif :

E E
′

B

u

p
p
′

Comme ∀ b ∈ B u(p−1(b)) ⊂ (p
′
)−1(b), On dit que u préserve les

fibres.

• (idE, idB) : (E, p,B) −→ (E, p,B) est un morphisme de fibrés

• Si (u, f) : (E, p,B) −→
(
E
′
, p
′
, B

′)
et (u

′
, f
′
) :
(
E
′
, p
′
, B

′) −→ (
E
′′
, p
′′
, B

′′)
sont des morphismes de fibrés, on a le diagramme commutatif suivant :

E E
′

E”

B B
′

B”

u

p

u
′

p
′

p”

f f
′

Par conséquent, les compositions définissent un morphisme de fibrés

(u
′
u, f

′
f) : (E, p,B) −→

(
E
′′
, p
′′
, B

′′)
.

Définition. La catégorie des fibrés notée Bun à pour objets : les fibrés,

les morphismes : les morphismes de fibrés, la composition : la composition

définie ci-dessus.

La sous catégorie des fibrés sur B notée BunB à pour objets : les fibrés de

base B, les morphismes ; les morphismes de fibrés de bases B.

Définition. Soient p : E −→ B un fibré de fibre F et f : B
′ −→ B une

application continue. On définit le fibré induit par

f ∗E =
{

(b
′
, e) ∈ B′ × E/f(b

′
) = p(e)

}
⊂ B

′ × E

muni de la topologie induite de B
′×E et la projection p

′
: f ∗E −→ B

′
définie

par p
′
(b
′
, e) = b

′
et la projection u : f ∗E −→ E définie par u(b

′
, e) = e tels
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que le diagramme suivant est commutatif :

f ∗E E

B
′

B

u

p
′ p

f

Si (U,ϕ) est une trivialisation locale alors (f−1(U), ψ) est une trivialisation

locale de f ∗E où ψ(b
′
, e) = (b

′
, proj2(ϕ(e)).

Ainsi f ∗E est un fibré de base B
′

et de fibre F .

Proposition 1.3.1. • Toute section s du fibré p : E −→ B induit une section

f ∗s sur f ∗E définie par f ∗s = s ◦ f
• Soit (u, f) un morphisme de fibrés

E
′

E

B
′

B

u

p
′ p

f

alors il existe une application v : E
′ −→ f ∗E telle que :

f ∗E

E
′

E

B
′

B

∼
f

u

v

f

Théorème 1.3.1. Soit le diagramme suivant

E

X B

p

f0

f1

avec f0 et f1 sont homotopes alors f ∗0 (E) ' f ∗1 (E).
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1.4 Fibré principal

1.4.1 Définitions

Définition. Soit G un groupe topologique qui agit à droite sur un espace

topologique E.

Un G-fibré principal est un fibré p : E −→ B avec G préserve et agit librement

et transitivement sur les fibres.

Remarques. • Chaque fibre est homéomorphe à G.

• Comme l’action préserve les fibres et agit transitivement alors les orbites

de cette action sont les fibres et E/G est homéomorphe à B.

• Dans la catégorie des variétés différentielles, on définit de la même façon

un G-fibré principal avec p : E −→ B est C∞-différentiable, G un groupe de

Lie, et l’action est C∞-différentiable.

Exemples. 1. p : B ×G −→ B est un G-fibré principal.

2. Soit H un sous groupe fermé d’un groupe de Lie G alors p : G −→ G/H

est un H-fibré principal.

3. p : Sn −→ RP n est un Z2-fibré principal.

1.4.2 Propriétés

Proposition 1.4.1. Tout morphisme de fibrés principaux est un isomor-

phisme.

Démonstration. Soit σ : E −→ E
′

un morphisme. Supposons que E = E
′

=

B × G alors σ(b, g) = (b, f(b)g) avec f : B −→ G une application continue,

est un isomorphisme avec σ−1(b, g) = (b, f(b)−1g).

D’où la propriété est vraie si E et E
′

sont triviaux, et comme chaque fibré

principal est une application localement triviale d’où le résultat.

Définition. Un G-fibré principal est trivial s’il est isomorphe au fibré prin-

cipal
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p : B ×G −→ B.

Proposition 1.4.2. Un fibré principal p : E −→ B est trivial s’il admet une

section.

Démonstration. La condition nécessaire est triviale, Réciproquement, soit

s : B −→ E une section, d’où l’application : φ : B × G −→ E définie par

φ(b, g) = s(b)g est un morphisme de fibrés principaux donc c’est un isomor-

phisme.

Proposition 1.4.3. Soit M une variété différentielle, G un groupe de Lie et

µ : M×G −→M une action C∞-différentiable, libre et propre(ou G compact)

alors M/G est une variété C∞-différentielle et p : M −→ M/G est G-fibré

principal.

1.4.3 Classification des fibrés principaux

Théorème 1.4.1. Supposons que p : E −→ B est un G-fibré principal avec

E faiblement contractile alors pour tout CW-complexe X l’application :

φ : [X,B] −→ PG(X)

f 7−→ f ∗E

est bijective.

Remarque. On dit que B est l’espace classifiant de G et p : E −→ B un

G-fibré principal universel

On écrit BG pour l’espace classifiant G et EG pour l’espace total du fibré

universel :

p : EG −→ BG = EG/G.

Proposition 1.4.4. Supposons l’existence d’un G-fibré p : E −→ B universel

alors :

1. B peut être pris comme CW-complexe.
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2. l’espace classifiant B est unique à équivalence d’homotopie prés.

3. E est unique à équivalence G-homotopique prés.

Théorème 1.4.2. tout groupe topologique G admet un espace classifiant BG.

Construction de Milnor

Le joint infini d’un groupe G est : EG = {(t0g0, t1g1, .....)/∀i ∈ I, ti ∈
[0, 1], gi ∈ G, les ti presque tous nuls ;

∑
i∈I ti = 1}. Un élément de EG

est noté < g, t >

< g, t >∼< g
′
, t
′
>⇔ ∀i ∈ I ti = t

′

i et gi = g
′

i ∀i ∈ I ti > 0

On munit EG de l’action définie par < g, t > h =< gh, t >,

d’où EG est muni d’une topologie compatible avec l’action de G

Les espaces EG et BG sont fibrés par :

... ⊂ EG(n) ⊂ EG(n+ 1) ⊂ ... ⊂ EG

... ⊂ BG(n) ⊂ BG(n+ 1) ⊂ ... ⊂ BG

avec EG(n) = {(t0g0, t1g1, .....) ∈ EG; ti = 0 pour i > n} etBG(n) = p(EG(n)).

Théorème 1.4.3. p : EG −→ BG est un G-fibré universel.

Remarques. Si on définit PrinG(X) comme étant l’ensemble des classes

d’isomorphisme de G-fibrés principaux sur X, alors l’existence d’un fibré G-

principal universel nous fournit une bijection PrinG(X) ' [X;B].

Exemples. 1. ES1 = S∞, BS1 = S∞/S1 = lim
n→+∞

S2n+1/S1 = CP∞

On a H∗(CP n, R) = R[t]/(tn+1) d’où H∗(BS1 = R[t].

2. EZ2 = S∞, BZ2 = S∞/Z2 = RP∞.

3. Si G = G1 ×G2, EG = EG1 × EG2, et BG = BG1 ×BG2.

En particulier B(S1× ....×S1) = CP∞× ...×CP∞ et H∗(B(S1× ....×
S1)) = H∗(BS1 × ...×BS1) ∼= H∗(BS1)⊗ ...⊗H∗(BS1) ∼= R[t1, ..., tn]

4. Soit H un sous groupe de G alors BH ' EG/H et BH −→ BG est un

fibré de fibre G/H.
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1.5 Espaces homogènes

Nous présentons ici la définition des espaces homogènes qui sont introduits

et étudiés comme exemples de fibrés.

Définition. Soit G un groupe et H un sous-groupe, l’espace G/H muni de

la multiplication à gauche comme G-action est appelé un espace homogène.

Le mot ”homogène” vient du fait que les propriétés algébriques de G/H

sont les mêmes en tous ses points puisqu’on peut passer de l’un à l’autre par

action de G.

Lorsque G est un groupe de Lie et H un sous groupe de Lie, G/H est une

variété différentiable. Les espaces homogènes fournissent donc une quantité

d’exemples intéressantes de variétés. Ce sont les variétés les plus ”simples”qui

existent (les groupes de Lie eux-mêmes étant des cas particuliers d’espaces

homogènes).

Remarque. Une variété donnée peut parfois s’écrire de diverses façons comme

espace homogène de groupes de Lie. En d’autres termes, deux quotients

G1/H1 et G2/H2 peuvent très bien être difféomorphes, même si G1 6= G2

(par exemple, SU(3) = SU(2) et SO(6) = SO(5) sont tous deux difféo-

morphes à la sphère S5.

Ainsi, deux groupes différents peuvent agir transitivement sur le même es-

pace.

Les résultats concernant la théorie des espaces homogènes sont très utiles

dans de nombreuses branches des mathématiques et de la physique théo-

rique.

Exemples. Les espaces homogènes jouent un rôle important en géométrie :

• L’action du groupe orthogonal O(n + 1) sur la sphère Sn par la multipli-

cation (A, v) 7→ Av est transitive. le groupe d’isotropie de e1 = (1, ...., 0) est

O(n) où O(n) est considéré comme la matrice en bloc
(

1 0
0 B

)
avec B ∈ O(n),

ainsi on obtient l’homomorphisme de

O(n+ 1)-espaces O(n+ 1)/O(n) ' Sn.
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• Dans le cas complexe on a l’homomorphisme

U(n+ 1)/U(n) ∼= S2n+1.

Proposition 1.5.1. Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de

G (donc un sous-groupe de Lie par le théorème de Henri Cartan), alors

p : G −→ G/H est un H-fibré principal, noté H ↪→ G −→ G/H.

Par ailleurs, si G agit transitivement sur une variété M, pour un point x ∈
M , on note le stabilisateur H = Gx qui est un sous-groupe fermé de G, alors

M ' G/H comme G-espace, i.e on a un H-fibré principal.

Définition. Un espace X est dit simple si son groupe fondamental est abélien

et agit de manière triviale sur les groupes d’homotopie d’ordre supérieur de

X.

Proposition 1.5.2. Supposons que H soit un sous-groupe fermé connexe

d’un groupe de Lie compact compact G. Ensuite, l’espace homogène G/H est

un espace simple. En particulier, G lui-même est un espace simple.

En fait, ce résultat est valable pour tout groupe topologique ou plus gé-

néralement pour tout H-espace.

Preuve : Notons l’application quotient par q : G → G/H. Nous utili-

sons la classe trivial H comme point de base pour G/H. Soit α ∈ π1(G/H),

ξ ∈ πn(G/H).

Puisque H est connexe, il y a une surjection q# : π1(G)→ π1(G/H), alors on

choisi un α̃ : I → G avec α̃(0) = α̃(1) = e et q(α̃(t)) = α(t). (L’égalité peut

être obtenue puisque q satisfait la propriété de relèvement de l’homotopie)

Maintenant, en utilisant l’action à gauche de G sur G/H, nous définissons

une application F rendant le diagramme suivant commutatif :

F (x, t) = α̃(t)ξ(x). on a F (x, 0) = ξ(x), F (x, 1) = ξ(x) et

F (s0, t) = α̃(t)ξ(s0) = α̃(t)H = α(t).
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La dernière égalité montre que F rend le diagramme commutatif, de plus on

observe que F (−, 1) = ξ. Par conséquent α · ξ = ξ et l’action est trivial.

Exemples. 1. Les n-tores T n ont π1(T n) = Zn, mais ils sont des espaces

simples.

2. Les groupes orthogonaux spéciaux SO(n) ont leur π1(SO(n)) = Z/2,

mais ils sont des espaces simples.

3. L’espace projectif RP (2n) est connu pour ne pas être simple (c’est-à-

dire que l’application antipodale sur le revêtement universel S2n est de degré

-l), mais nous avons RP (2n) = O(2n + 1)/(O(2n) × O(2)), on note que le

sous-groupe H n’est pas connexe.

Remarque. Le cas spécial H = T , où T est un tore maximal de G, est

plus facile à gérer car il y a une décomposition de Bruhat de G/T mon-

trant qu’une structure CW pour G/T a des cellules uniquement dans des

dimensions égales. Par conséquent, l’espace homogène G/T est simplement

connexe.

1.6 Cohomologie équivariante

1.6.1 Définitions

Soit X un G-espace, si l’action du groupe n’est pas libre, alors le quotient

X/G peut être difficile à calculer, d’où l’idée de Borel de remplacer X par le

G-espace EG×X qui a le même type d’homotopie que X où G agit librement

et diagonalement par :

g.(e, x) = (e.g−1, g.x)

Soit EG −→ BG le G-fibré universel, d’où l’espace orbite

XG = EG×G X = (EG×X)/G

est l’espace total du fibré X −→ XG −→ BG de fibre X.

Définition. La cohomologie équivariante de X est H∗G(X) = H∗(XG)
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Diagramme de Borel

Comme les projections π1 et π2 sont équivariantes alors le diagramme suivant

est commutatif :

EG EG×X X

BG XG X/Gπ1

π2

Soit Y un K-espace et h : G −→ K un homomorphisme de groupes et

f : X −→ Y une application h-équivariante c’est à dire f(g.x) = h(g).f(x)

D’où on obtient le diagramme commutatif :

EG EG×X X

EK EK × Y Y

BG XG X/G

BK YK Y/K

Eh Eh×f f

Bh Bh×f
−
f

Définition. Soit C la catégorie équivariante des espaces munis d’actions et

d’applications entres eux, on a le foncteur suivant :

(G− espace) 7−→ H∗G(X) = H∗(XG)

(application h− equivariante)X f→ Y 7−→ f ∗h : H∗K(Y ) 7→ H∗G(X).

1.6.2 Propriétés

1. Supposons que G agit librement sur X. Alors les fibres EG de XG =

(X × EG)/G sont contractile, et donc l’application XG −→ X/G est

une équivalence d’homotopie. En particulier, H∗G(X) = H∗(XG) '
H∗(X/G).

2. On a ptG = (EG× pt)/G = EG/G = BG,

d’où H∗(pt) = H∗(BG),
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Comme H∗G() est un foncteur, d’où l’application constante X −→ pt

induit un homomorphisme d’anneau H∗G(pt) −→ H∗G(X)

D’où H∗G(X) est muni d’un structure de module sur l’anneau H∗G(pt).

On a :

H∗S1(pt, R) = H∗(ptS1 , R) = H∗(BS1, R) = H∗(CP∞, R) ' R[u]

avec deg(u) = 2,

D’où :

H∗(S1)r(pt, R) = R[u1, ...., ur] avec deg(ui) = 2

3. Supposons que G agit trivialement sur X. alors :

XG = (X × EG)/G = X ×BG

et donc

H∗G(X) ∼= H∗(X)⊗H∗(BG).

En particulier, H∗G(X) est un H∗(BG)-module libre.

4. Suite spectrale de Leray ;

Soit k un corps, la cohomologie équivariante peut être calculée par les

termes E∞ du suite spectrale de la fibration XG −→ BG. Si BG est sim-

plement connexe (c’est le cas pour les groupes de Lie connexe compact)

alors le terme E2 du suite spectrale est Ep,q
2 = Hp(BG)⊗Hq(X).
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CHAPITRE 2

HOMOTOPIE RATIONNELLE

2.1 Définitions

- Un espace pointé est une paire (X, x0) où X est un espace et x0 ∈ X
x0 est appelé point de base de (X, x0).

- Soient (X, x0) et (Y, y0) deux espaces pointés. Une application continue

f : X −→ Y est dite pointée si f(x0) = y0. Si f est pointée, on écrit :

f : (X, x0)→ (Y, y0).

- Soient f et g deux applications continues envoyant X vers Y .

On dit que f est homotope à g (noté par f ∼ g) s’il existe une application

continue H : X × I −→ Y telle que H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x)

∀x ∈ X. H s’appelle une homotopie (libre) de f à g.

- On dit qu’une application continue f : X −→ Y est une équivalence d’ho-

motopie s’il existe une application continue g : Y −→ X telle que gf ∼ idX

et fg ∼ idY . On dit alors que X et Y ont le même type d’homotopie.

- Si f, g : (X, x0) −→ (Y, y0) deux applications d’espaces pointés, alors on

dit que f est homotope à g relativement à x0 (noté par f ∼ g
x0

) s’il existe

une application continue H : X × I −→ Y telle que : H(x, 0) = f(x),

H(x, 1) = g(x) et H(x0, t) = y0 pour tous x ∈ X, t ∈ I. H s’appelle une

homotopie relative de f à g.
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On définit donc une relation d’équivalence sur les applications continues d’es-

paces topologiques, en particulier ceux pointés. L’ensemble quotient associé

se note [(X, ∗), (Y, ∗)].
- Un sous-espace U d’un espace topologique X est dit contractile dans X si

l’inclusion i : U ↪→ X est homotope à une application constante U −→
{x0}, x0 ∈ X.

− Soit X un espace topologique (resp. (X, ∗)) :

Définir une relation d’équivalence sur X (notée ∼), est équivalent à

donner une partition P de X.

x ∼ y ⇐⇒ ∃A ∈ P� (x, y) ∈ A2

où P est l’ensemble des classes.

X� ∼ = X�P = Y est l’ensemble des classes x avec x ∈ X muni de la

topologie finale (appelée topologie quotient) qui rend la projection canonique

π : X −→ Y (resp.π : (X, ∗) −→ (Y, ∗)), x 7−→ x

continue.

U est un ouvert de X� ∼ ⇐⇒ π−1 (U) est un ouvert de X.

− Soit (Xi)i∈Λ une famille d’espaces topologiques.

On définit la somme disjointe des (Xi) par :

q
i∈Λ
Xi = ∪

i∈Λ
Xi × {i}

U ouvert de q
i∈Λ
Xi ⇐⇒ ∀i, U ∩ (Xi × {i}) = Ui × {i} où Ui ouvert de

Xi.

Si ∀i, fi : Xi −→ Yi, alors on construit

q
i∈Λ
fi : q

i∈Λ
Xi −→ q

i∈Λ
Yi.

− Soient X1, ..., Xn des espaces topologiques.

On définit Y = X1 ×X2 × ...×Xn, ce produit est muni de la topologie :
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U ouvert de Y ⇐⇒ ∀ (x1, ..., xn) ∈ U, ∀1 ≤ i ≤ n ∃ un voisinage ouvert

Ui de xi dans Xi tels que U1 × ...× Un ⊂ U.

Si fi : Xi −→ Yi, on construit

f1 × ...× fn : X1 × ...×Xn −→ Y1 × ...× Yn.

− Soit A une partie d’un espace X.

On définit la relation d’équivalence ∼ par :

• x ∼ x

•x ∼ y, ∀ (x, y) ∈ A2

X�A = X� ∼ : on dit qu’on collapse A.

− Soit X = q
i∈Λ
Xi.

Donner une partition P de X est équivalent à donner une relation d’équi-

valence sur X.

X�P s’appelle le recollement des (Xi) à l’aide de P .
− Soit X = q

i∈Λ
Xi, et soit A = {Uij ⊂ Xi� (i, j) ∈ Λ2 et Uii = Xi} (Uij

sont des cartes ouvertes).

Soit (i, j) ∈ Λ2.

Considérons :

ϕij : Uij ⊂ Xi
continues−→ Uji ⊂ Xj

telles que :

(a) ϕii = idXi

(b) ϕij (Uij ∩ Uik) ⊂ Ujk

(c) Le diagramme suivant est commutatif

Uij ∩ Uik
ϕij

↙ 	
ϕik

↘
Ujk ∩ Uji

ϕjk−→ Uki ∩ Ukj

(ϕjk ◦ ϕij = ϕik)
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C = {(Uij, ϕij)} s’appelle un cocycle. X̃ = X� ∼ est un recollement à

l’aide des cocyles où

x ∼ y ⇐⇒ x = y ou ∃i, j ∈ Λ� y = ϕij (x) .

− Soient A et B deux espaces topologiques, S ⊂ A et f : S −→ B.

Soit X = AqB� ∼ où x ∼ y ⇐⇒ x = y ou y = f(x).

X est l’attachement de A à B à l’aide de f.

− Soit X un espace topologique.

La suspension de X est donnée par :

∑
X = X × I�X × {1} ∪X × {0}

Exemples :

(a)
∑
I = D2.

(b)
∑
{−1, 1} =

∑
S0 = S1.

(c)
∑
S1 = S2.

(d)
∑
Sn = Sn+1.

2.2 CW-complexes

Dans cette thèse, on suppose toujours que tout espace topologique a le

même type d’homotopie d’un CW−complexe.

Un CW−complexe est un espace topologique obtenu par recollement des

cellules.

Définition (Attachement d’une cellule en). • en = {(x1, ..., xn)�
∑
x2
i ≺ 1}

s’appelle une cellule de dimension n.

• ∂en = Sn−1 = {(x1, ..., xn)�
∑
x2
i = 1} .

L’attachement d’une cellule en à X à l’aide de f : ∂en −→ X c’est l’espace

quotient X q en� ∼ = X q
f
en où x ∼ y ⇐⇒ x = y ou y = f(x).

Définition. Un CW−complexe est un espace topologique obtenu par des at-

tachements à l’étage n des cellules de dimension (n+ 1) à partir des cellules

de dimension 0. X s’obtient de la mnière suivante :
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− L’étage 0 ou le 0−squelette, noté X0 :

X0 = q
i∈Λ
e0
i (il y a que des points).

− L’étage n ou le n− ème squelette, noté Xn :

Xn = ∪
i∈Λn

Xn−1 q
fi
eni .

− La frontière de chacune de ses cellules est égale à la réunion disjointe

d’un nombre fini d’intérieurs de cellules de dimensions plus petites.

− X est muni d’une structure de topologie faible, (ie) ;

A ⊂ X est un fermé ⇐⇒ A ∩Xn est un fermé ∀n ∈ N

Exemples. (a) S1 = e0 q
f
e1 où f : ∂e1 = {−1, 1} −→ {0} .

(b) Pour S2, il y a deux façons :

i) S2 = e0 q
f
e2 où f : S1 −→ e0.

ii) S2 = e0 q e1 q e2
1 q e2

2.

Définition. On dit que X est un CW−complexe fini si pour tout squelette

Xn, Λn est fini et ∃N� ∀n ≥ N, XN = Xn (ie) X s’obtient par attachement

d’un nombre fini de cellules.

X est dit de type fini si tout squelette s’obtient par attachement d’un

nombre fini de cellules.

Définition (Invariant d’Euler-Poincaré d’un CW−complexe fini). On pose : dn =

cardΛn L’invariant d’Euler-Poincaré de X est donné par : χ (X) =
∑
n

dn.

Exemples. (a) χ ( S1) = 0, car S1 = e0 q
f
e1.

(b) χ ( S2) = 2, car S2 = e0 q
f
e2.

(c) χ ( T 2) = 0, car T 2 = e0 q e1 q e1 q e2.

2.3 Espaces vectoriels gradués

Définitions. - Un espace vectoriel gradué est une famille V = {V i}i≥0 de

Q-espaces vectoriels indexés par des entiers. Les éléments v ∈ V i sont dits

de degré i et on note |v| = i.
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- Un espace vectoriel gradué est concentré en degré i ∈ I(I ⊂ N) si V i = 0

pour tout i /∈ I, on écrit alors V = {V i}i∈I .
- Un espace vectoriel est dit de type fini si V i est de dimension finie pour

tout i.

- Un espace vectoriel V est de dimension finie si V i est de dimension finie

pour tout i, et si V i = 0 sauf pour un nombre fini de i.

Maintenant, nous aurons besoin d’introduire quelques notations pour les

espaces vectoriels gradués. On définit V + comme étant l’espace vectoriel gra-

dué V = {V i}i≥1. De même,si k ≥ 0, on définit V ≥k comme étant l’espace

vectoriel gradué V = {V i}i≥k. Les espaces vectoriels gradués V >k, V ≤k et

V <k sont définis de la même facon. On définit aussi V pair = {V 2i}i≥0 et

V impair = {V 2i+1}i≥0.

Exemples. i© Le corps des nombres rationnels Q est regardé comme un

espace vectoriel concentré en degré zéro.

ii© L’homologie singulière rationnelle Hn(X;Q) d’un espace topologique X

est une suite d’espaces vectoriels surQ et donc c’est un espace vetoriel gradué.

Remarque. Il est important de noter que l’addition dans les espaces vec-

toriels gradués n’est pas définie tout le temps, par exemple, étant donné un

espace vectoriel gradué V , il n’y a aucune addition définie pour un élément

de V i et un élément de V j si i 6= j. Il y a un point de vue alternatif où

l’espace vectoriel gradué est vu comme somme directe V =
⊕

V i (et par

conséquent l’addition des vecteurs est toujours formellement définie). C’est

également pourquoi les éléments de V i sont désignés sous le nom d’éléments

homogènes de degré i (contrairement à une somme formelle d’éléments de

différents degrés).

Constructions de base. Les constructions typiques de l’algèbre linéaire

reporte habituellement à l’algèbre linéaire graduée d’une manière naturelle.

a© Un sous-espace d’un espace vetoriel gradué U ⊂ V est un espace vetoriel
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gradué {U i}i≥0 tel que U i est un sous-espace de V i pour tout i ≥ 0.

b© Etant donné un sous-espace U d’un espace vetoriel gradué, le quotient de

V par U est l’espace vetoriel gradué V�U = {V i�U i}i≥0.

c© Etant donnés deux espaces vectoriels gradués V et W , la somme directe

de V et W est l’espace vectoriel gradué V
⊕

W = {V i
⊕

W i}i≥0.

d© Soient deux espaces vectoriels gradués V et W , le produit tensoriel de V

et W est l’espace vetoriel gradué V ⊗W = {
⊕

j+k=i

V j ⊗W k}i≥0.

En particulier, un élément v ⊗ w ∈ V j ⊗W k est de degré |v ⊗ w| = j + k.

Définition. Une application linéaire de degré n allant d’un espace vectoriel

gradué V à un espace vectoriel gradué W est une famille d’applications li-

néaires :

fi : V i −→ W i+n pour tout i ≥ 0.

Définition. Une différentielle sur un espace vectoriel gradué V est une ap-

plication linéaire d : V −→ V de degré 1 telle que dn+1 ◦ dn = 0 pour tout

n ≥ 0.

Définition. Tout espace vectoriel gradué V muni d’une différentielle d est as-

socié à une algèbre de cohomologie H(V, d) définie par Hn(V, d) = ker dn�Im dn−1

pour tout n ≥ 1 et H0(V, d) = ker d0. Les éléments de ker dn sont appelés

des n-cocycles et les éléments de Im dn sont appelés des n-cobords.

2.4 Algèbres graduées différentielles commu-

tatives

Définitions. Une algèbre graduée A est un espace vectoriel gradué muni

d’une application linéaire A⊗A −→ A de degré zéro, appelée multiplication,

notée par x⊗ y 7→ xy, avec un élément d’identité 1 ∈ A0 tels que pour tous

x, y, z ∈ A : (xy)z = x(yz) et 1x = x1 = x
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Un morphisme d’algèbres graduées

ϕ : A −→ B

est une application linéaire de degré zéro telles que

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)

pour tout x, y ∈ A et ϕ(1) = 1.

Une algèbre graduée A est commutative si

xy = (−1)|x||y|yx

pour tout couple d’éléments homogènes (x, y) ∈ A× A.

Une dérivation de degré k dans une algèbre graduée A est un morphisme

d : A −→ A de degré k tel que :

d(xy) = (dx)y + (−1)k|x|xdy

Pour tous x, y ∈ A (formule de Leibniz).

Exemple. Etant données deux algèbres A et B, le produit tensoriel A ⊗
B admet une structure d’algèbres graduées, en définissant la multiplication

comme suit :

(a⊗ b).(a′ ⊗ b′) = (−1)|b||a
′|aa′ ⊗ bb′, a ∈ A et b ∈ B

Définitions. Une algèbre graduée différentielle commutative (que l’on note

adgc), est une algèbre graduée commutative A munie d’une différentielle

d : A −→ A

qui est aussi une dérivation. On la note par (A, d).

Un morphisme des adgc

f : (A, d) −→ (B, d)

est un morphisme d’algèbres graduées

f : A −→ B tel que fd = df .
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Si (A, d) est une adgc, Imd est un idéal de la sous algèbre kerd, il s’ensuit

que sa cohomologie H(A, d) est aussi une algèbre graduée commutative mu-

nie de la multiplication telle que si a, b ∈ A deux cocycles, alors on définit

[a][b] = [ab].

Définition. Un morphisme f : (A, d) −→ (B, d) d’adgc est appelé quasi-

isomorphisme si l’application induite en cohomologie :

H(f) : H(A, d) −→ H(B, d), [x] 7→ [f(x)]

est un isomorphisme, on note :

(A, d)
'−→ (B, d).

Exemple. Soient (A, d) et (B, d) deux adgc, le produit tensoriel A⊗B admet

une structure d’adgc munie de la multiplication (donnée précédemment) et

d’une différentielle

d(a⊗ b) = (da)⊗ b+ (−1)|a|a⊗ db, a ∈ A et b ∈ B.

2.5 Algèbres graduées commutatives libres

Soit V un espace vectoriel gradué. L’algèbre tensorielle TV est l’espace

vectoriel gradué

TV =
⊕∞

k=0 T
kV

où

T 0V = Q, T kV = V ⊗ ...⊗ V︸ ︷︷ ︸
k fois

(k ≥ 1)

TV est une algèbre graduée. La multiplication est définie comme suit : Si

x ∈ T kV et y ∈ T sV alors xy = x⊗ y ∈ T k+sV . L’identité est 1 ∈ T 0V . Les

éléments de T kV sont dits de longueur k.
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Soit l’idéal I ⊂ TV engendré par les éléments de la forme x⊗y−(−1)|x||y|y⊗x
pour tous x, y ∈ V .

Définition. Le quotient ΛV = TV/I est une algèbre graduée commutative,

appelée l’algèbre graduée commutative libre sur V.

On note par ΛkV l’image de la projection naturelle T kV −→ ΛV , les éléments

de ΛkV sont dits de longueur k.

Proposition 2.5.1. Soit V un espace vectoriel gradué et A une algèbre gra-

duée commutative.

(a) Toute application linéaire V −→ V de degré k s’étend à une unique dé-

rivation ΛV −→ ΛV de degré k.

(b) Toute application linéaire V −→ A de degré 0 s’étend à un unique mor-

phisme d’algèbres graduées commutatives ΛV −→ A.

Remarques. (a) ΛkV signifie les éléments de longeur k, et (ΛV )k signifie les

éléments de degré k.

(b) On écrit souvent Λ(a1, a2, ....) au lieu de ΛV si {a1, a2, ....} est une base

de V.

(c) Soit a ∈ V . Si k est impair, alors a2 = 0, car ceci découle de la commutati-

vité de ΛV . En effet ; a2 = (−1)k
2
a2 = −a2. Donc 2a2 = 0, et par conséquent

a2 = 0.

(d) Si V et W sont deux espaces vectoriels gradués, alors il existe un isomor-

phisme canonique d’algèbres graduées commutatives Λ(V
⊕

W ) ∼= ΛV ⊗
ΛW .

(e) Soient V pair = {V 2n}n≥0 et V impair = {V 2n+1}n≥0.

Il s’ensuit que

ΛV ∼= Sym(V pair)⊗ Ext(V impair) où Sym(V pair)

est l’algèbre symétrique sur V pair, et Ext(V impair) est l’algèbre extérieure sur

V impair.

Remarque (La différentielle sur ΛV ). S’il existe une différentielle d définie

sur ΛV , alors d est complètement caractérisée par ses valeur sur V . En effet ;
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la restriction de d à V est une application linéaire V −→ ΛV de degré 1,

donc elle s’étend uniquement à une dérivation ΛV −→ ΛV de degré 1 (par

la proposition précédente) déterminant les valeurs de d sur ΛV .

Définition. Si une telle application d existe, on appelle (ΛV, d) l’adgc libre

sur V, de différentielle d.

Remarque. Ce n’est pas vrai que toute application linéaire d : V −→ ΛV

de degré 1 s’étend à une différentielle sur ΛV . Il est nécessaire de vérifier que

l’extension

d : ΛV −→ ΛV

satisfait d2 = 0. Cependant, il est façile de voir que si d est une dérivation

de degré impair, d2 est une dérivation de degré pair, et donc on a seulement

besoin de vérifier que d2 = 0 sur V. Si (ΛV, d) est une adgc libre, alors la

différentielle d s’écrit toujours comme une somme

d = d0 + d1 + d2 + ....

de dérivations di de degré 1, où di augmente la longueur d’un mot par exac-

tement i. Si on restreind di à ΛkV , ceci donne lieu aux applications linéaires

di : ΛkV −→ Λk+iV .

Définition. Soit (ΛV, d) une adgc libre, alors d0 s’appelle la partie linéaire

de la différentielle et d1 est la partie quadratique de d. On dit qu’une adgc

libre (ΛV, d) est quadratique si d = d1.

Exemple. On considère l’espace vectoriel gradué V de base {a, b} telle

a ∈ V 2 et b ∈ V 5. On définit maintenant une application linéaire d (de

degré 1) par da=0 et db=a3. Il s’ensuit que d s’étend uniquement à une dé-

rivation

d : ΛV −→ ΛV .
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Comme d(da) = d(db) = 0, on déduit que d2 = 0 sur ΛV (règle du produit de

Leibniz). Et donc d est une différentielle sur ΛV , ainsi (ΛV, d) est une adgc

libre. On a : b2 = 0, car |b| = 5. Donc, la base de (ΛV, d) est de la forme : 1,

a, b, ab, a2, a2b, a3, a3b, a4, a4b,....

La différentielle de ces éléments sont calculés en utilisant la règle du produit

de Leibniz. On obtient ainsi ;

d(1) = 0, db = a3, da = 0, d(ab) = a4, da2 = 0, d(a2b) = a5, da3 = 0,

d(a3b) = a6, da4 = 0, d(a4b) = a7, ....

On voit que a et a2 sont des cocycles qui ne sont pas des cobords, mais

an est un cobord pour tout n ≥ 3 puisque d(an−3b)=an. De plus, l’unité

1 ∈ Λ(a, b) est toujours un cocycle qui n’est pas un cobord.

Et par conséquent :

H(Λ(a, b), d) = Q.[1]
⊕
Q.[a]

⊕
Q.[a2].

2.6 Les modèles de Sullivan

Maitenant, nous introduisons l’un des concepts les plus importants dans

la théorie d’homotopie rationnelle, la notion d’algèbre de Sullivan (ou modèle

de Sullivan)

Définition. Une algèbre de Sullivan est une adgc libre (ΛV, d) telle que :

(a) V = {V i}i≥1.

(b) V =
⋃∞
k=0 V (k), où V (0) ⊂ V (1) ⊂ .... est une suite croissante de sous-

espaces gradués tels que :

d/V (0) = 0 et d : V (k) −→ ΛV (k − 1), k ≥ 1

Une algèbre de sullivan est minimale si dV ⊂ Λ≥2V .

Remarques. (1) Si V 0 = V 1 = 0 et dV ⊂ Λ≥2V , alors (ΛV, d) est toujours

une algèbre minimale de Sullivan. En effet ; on définit V (k) = V ≤k. d aug-

mente la longueur du mot par au moins 1 (et le degré par 1), et tout élément

de V est de degré au moins 2, donc
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d(V ≤k) ⊂ Λ(V ≤k−1).

Ainsi, (b) est satisfaite.

(2) Une algèbre de Sullivan est minimale si et seulement si d0 = 0, où d0 est

la partie linéaire de d.

Exemple. L’algèbre (Λ(x, y, z), d) avec |x| = |y| = |z| = 1 et dx = yz, dy =

zx, et dz = xy n’est pas de Sullivan, car la condition (b) n’est pas satisfaite.

Exemple. L’algèbre (Λ(x, y), d) avec |x| = 2, |y| = 5 et dx = 0, et dy = x3

est un exemple d’algèbre minimale de Sullivan.

Exemple (La partie quadratique d’une algèbre minimale de Sullivan). Si

(ΛV, d) est une algèbre minimale de Sullivan, alors (ΛV, d1) l’est aussi. En

effet ; la différentielle d se décompose comme d = d1 + d2 + d3 + .... (car la

minimalité entrâıne d0 = 0). Comme d1 augmente la longueur d’un mot par

1, il s’ensuit que d2
1 augmente la longueur d’un mot par 2. On a :

d2 = d2
1 +

∑
k≥2

d2
i + 2

∑
i 6=j

didj.

On voit que d2 − d2
1 augmente la longueur d’un mot par au moins 3, car∑

i 6=j
didj ∈ Λ≥3. Puisque d2 = 0, alors d2

1 = 0 car d2
1 ne peut pas augmenter

à la fois la longueur d’un mot par 2 (exactement) et par au moins 3. Et par

conséquent, si (ΛV, d) est minimale, la partie quadratique d1 de d est une

différentielle. Clairement, (ΛV, d1) est une algèbre minimale de Sullivan.

Une proprièté très importante sur les algèbres de Sullivan est la suivante :

Pour toute agdc avec H0(A, d) = Q, il existe une algèbre minimale de Sullivan

reliant (A, d) par un quasi-isomorphisme.

Définition. Soit (A, d) une adgc. Un modèle de Sullivan de (A, d) est un

quasi-isomorphisme m : (ΛV, d)
'−→ (A, d) partant d’une algèbre de Sullivan

(ΛV, d).

Remarque. Même si un modèle de Sullivan est une application

m : (ΛV, d)
'−→ (A, d),
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on se réfère à (ΛV, d) comme étant le modèle de Sullivan, par abus de nota-

tion, tant qu’il n’y a pas de confusion.

Exemple (construction d’un modèle de Sullivan d’une adgc). On considère

la cohomologie du plan projectif complexe

(H∗(CP 2;Q), 0) = (A, d)

comme une adgc munie d’une différentielle nulle. Rappelons que :

H∗(CP 2;Q) ∼= Q[x]/(x3)

avec

x ∈ H2(CP 2;Q).

Ceci nous donne :

A0 = Q.1, A2 = Q.x, A4 = Q.x2, Ai = 0

pour tout i 6= 0, 2, 4etd = 0.

La construction de (ΛV, d) :

On introduit deux générateurs a et b de V tels que :

|a| = 2 et |b| = 5 avec da = 0, db = a3.

On définit une algèbre de Sullivan (ΛV, d) = (Λ(a, b), d).

On définit ensuite un modèle de Sullivan m : (Λ(a, b), d) −→ (A, d) par :

m(a) = x et m(b) = 0. On montre que m est un quasi-isomorphisme.

(1) m est un morphisme d’adgc :

il suffit de vérifier que

m(da) = dm(a) et m(db) = dm(b).

On a
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m(da) = m(0) = 0 = dx = dm(a)

et

m(db) = m(a3) = (m(a))3 = x3 = 0 = dm(b).

(2) m est un quasi-isomorphisme :

On a déjà trouvé les générateurs de H∗(ΛV, d) qui sont 1, [a], et [a2], de

plus, on a

H(m)(1) = 1, H(m)([a]) = [m(a)] = x

et H(m)([a2]) = [m(a2)] = x2.

D’où H(m) envoie une base à une base. Ainsi H(m) est un isomorphisme.

2.7 Théorie de l’homotopie rationnelle

L’homotopie rationnelle est l’étude des invariants des espaces topolo-

giques, qui ne dépendent que du type d’homotopie de ces espaces. Un des

avantages principaux de cette théorie est que l’on peut associer, à un espace,

un objet algèbrique (une adgc) qui encode complètement le type d’homotopie

rationnelle de cet espace.

Dans cette section, nous expliquons brièvement quelques aspects de cette

théorie, et nous en donnons les résultats utilisés dans ce travail.

Définition. On dit qu’un espace topologique simplement connexe X est ra-

tionnel si ses groupes d’homotopie π∗(X) sont des Q−espaces vectoriels.

Une remarque à propos de cette définition, concernant la signification

d’un groupe qui devient un Q−espace vectoriel.

D’abord, puisque X est simplement connexe et les groupes d’homotopie su-

périeurs (n ≥ 2) sont toujours commutatifs, il en résulte que ces groupes sont

abéliens en chaque degré.

Un espace vectoriel n’est pas si différent d’un groupe abélien dans le sens

43



que si nous oublions la multiplication scalaire, un espace vectoriel avec son

addition est un grouoe abélien. Par conséquent, un groupe abélien manque

simplement une multiplication scalaire par des nombres rationnels (satisfai-

sant les axiomes d’espaces vectoriels) pour devenir un Q−espace vectoriel.

Comme il se trouve, un groupe abélien G admet une structure d’un Q−espace

vectoriel si et seulement si G est divisible et sans torsion. Dans ce cas, la mul-

tiplication scalaire par des rationnels est uniquement déterminée.

En outre, tensoriser un groupe abélien G par Q tue la torsion dans G. En

effet ; le produit tensoriel G ⊗Z Q est toujours sans torsion et divisible (où

⊗Z désigne le produit tensoriel de Z-modules).

Il résulte des remarques ci-dessus que si X est rationnel, alors π∗(X)⊗Q ∼=
π∗(X).

Définition. Une rationalisation de X est une application continue ϕ : X −→
Y où Y est simplement connexe et rationnel, telle que :

πn(ϕ)⊗Q : πn(X)⊗Q −→ πn(Y )⊗Q ∼= πn(Y )

est un isomorphisme pour tout n ≥ 1.

Remarque. Tout espace simplement connexe admet une rationalisation (ou

bien un rationalisé).

Théorème 2.7.1. Si X est simplement connexe, alors il existe un CW-

complexe relatif (XQ, X), ne contenant ni 0-cellules ni 1-cellules, tel que l’in-

clusion ϕ : X −→ XQ est une rationalisation. De plus, étant donnée une

application continue f : X −→ Z, avec Z un espace simplement connexe

et rationnel, il existe une application f̃ : XQ −→ Z rendant le diagramme

suivant commutatif.

X
f
> Z

XQ

f̃

∧
ϕ >
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La construction du rationalisé XQ d’un espace X est dûe à Sullivan [32]

(inspiré par Serre [27]).

Définition. Le type d’homotopie rationnelle d’un espace X simplement connexe

est le type d’homotopie de son rationalisé XQ. Si X et Y sont deux espaces

simplement connexes qui ont le même type d’homotopie rationnelle, on écrit

X 'Q Y . ”'Q” est une relation d’équivalence, appelé équivalence d’homotopie

rationnelle.

Proposition 2.7.1. Tous les rationalisés de X ont le même type d’homoto-

pie.

Démonstration. Si ϕ : X −→ XQ et ϕ
′ : X −→ X ′Q sont deux rationalisa-

tions de X, alors par le théorème précédent, il existe une application continue

f : XQ −→ X ′Q telle que : f ◦ ϕ = ϕ′. Ensuite, en utilisant la fonctorialité

de πn et le produit tensoriel, on obtient

(πn(f)⊗Q) ◦ (πn(ϕ)⊗Q) = πn(ϕ′)⊗Q.

Comme πn(ϕ)⊗Q et πn(ϕ′)⊗Q sont des isomorphismes, alors nécessairement

πn(f)⊗Q doit être un isomorphisme. Ce qui entrâıne que πn(f) l’est aussi,

puisque XQ et X
′
Q sont des espaces rationnels, et donc

πn(XQ)⊗Q ∼= πn(XQ) et πn(X ′Q)⊗Q ∼= πn(X ′Q).

Et par suite, on conclut que XQ et X
′
Q ont le même type d’homotopie, selon

le théorème de Whitehead.

2.8 De la topologie à l’algèbre

Dans cette partie, nous allons expliquer la transition des espaces topolo-

giques aux adgc, de sorte que nous pouvons utiliser des outils algébriques.

On désigne par TOP la catégorie des espaces et applications continues, et

par ADGCQ la catégorie des adgc sur Q et morphismes des adgc.

Etant donné un espace X, on peut construire une adgc APL(X), appelée

l’algèbre différentielle graduée commutative des formes linéaires de De Rham
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sur X. De plus, si f : X −→ Y est une application continue, alors il existe

un morphisme de adgc APL(f) : APL(Y ) −→ APL(X). Ceci s’étend à

APL : TOP −→ ADGCQ.

La construction de APL est dûe à Sullivan [32].

L’idée derrière la construction de APL(X) d’un espace X est inspirée par

la construction du complexe de De Rham des formes lisses sur une variété

M . En effet, supposons que M est une variété lisse. Soit σ : ∆k −→ M un

k−simplexe (lisse) et soit ω ∈ Ωl(M) une forme différentielle (lisse) de degré l

sur M . Si σj : ∆k−1 −→ ∆k est le jme face de σ, alors il existe une collection

de formes lisses sur ∆k−1, à savoir σ∗jσ
∗ω pour tout j. La construction de APL

est analogue à celle-ci, en ce sens que si X est un espace topologique, alors les

éléments de APL(X)l sont des fonctions qui attribuent à chaque k−simplexe

singulier de X une l−forme linéaire sur ∆k, k ≥ 0.

les détails de la construction de APL sont trouvés dans le chapitre 2 de [10].

Le foncteur APL a la propriété importante suivante :

Théorème 2.8.1. (voir [10]) Pour tout espace X, la cohomologie de APL(X)

est isomorphe à la cohomologie singulière rationnelle de X, (ie) : H∗(X;Q) ∼=
H(APL(X)).

Inversement, il existe un foncteur (contravariant) appelé réalisation spatiale :

〈 〉 : ADGCQ −→ CW − complexes

Il est obtenu par composition du foncteur de réalisation simplicial de Sulli-

van ”ADGCQ → Ensembles simpliciaux” (introduit dans [32]) avec le fonc-

teur de réalisation de Milnor ”Ensembles simpliciaux→ CW − complexes”
(introduit dans [20], voir aussi le chapitre III de [19]). Le foncteur possède

les deux propriétés suivantes :

Théorème 2.8.2. Soit (ΛV, d) une algèbre de Sullivan 1−connexe de type

fini, alors il existe toujours un quasi-isomorphisme

m : (ΛV, d)
'−→ APL(〈(ΛV, d)〉)

De plus, pour tout n ≥ 1, il existe un isomorphisme canonique d’espaces

vectoriels :
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πn(〈(ΛV, d)〉) ∼= HomZ(V n,Q).

Lorsqu’on se restreint aux espaces qui sont des CW−complexes simple-

ment connexes tels que leurs homologies rationnelles soient de type fini, et

aux algèbres de Sullivan 1−connexes de type fini, alors ces deux foncteurs

(combinés) donnent lieu à la correspondance bijective suivante :



types d′homotopie rationnelle

des CW − complexes X
simplement connexes tels

que H∗ (X;Q)

soient de type fini


∼=←→



classes d′isomorphismes

des Q− algèbres
de Sullivan minimales telles

qu′elles soient 1− connexes
de type fini


La puissance de la théorie d’homotopie rationnelle réside précisément dans

la bijection ci-dessous. Elle réduit tous les calculs topologiques dans la théorie

d’homotopie rationnelle à des calculs sur un objet algébrique, qui est l’algèbre

minimale de Sullivan.

Aprés avoir introduit le foncteur APL, nous pouvons maintenant faire la

définition cruciale que rapportent les algèbres de Sullivan aux espaces topo-

logiques.

Définition. Un modèle de Sullivan d’un espace X connexe par arcs est un

modèle de Sullivan de l’adgc APL(X), en d’autres termes, il est un quasi-

isomorphisme m : (ΛV, d)
'−→ APL(X) pour une certaine algèbre de Sullivan

(ΛV, d).

Remarques. (i) Si (ΛV, d) est un modèle de Sullivan de X, alors le théorème

3.6.1 implique que H(ΛV, d) ∼= H∗(X;Q).

(ii) Si (ΛV, d) est un modèle de Sullivan de X tel que X est simplement

connexe, alors le théorème 2.8.2 implique que HomZ(V n,Q) ∼= πn(X)⊗Q.

Exemple (Le modèle minimal de Sullivan de CP n). On sait que
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H(APL(CP n)) ∼= H∗(CP n;Q) ∼= Q[x]/(xn+1).

avec x est de degré 2. Il existe donc α ∈ (APL(CP n))2 et β ∈ (APL(CP n))2n+1

tels que x = [α] et dβ = αn+1.

On définit (ΛV, d) en introduisant deux générateurs de V, a et b tels que

a ∈ V 2 et b ∈ V 2n+1 avec da = 0, et db = an+1. Il en découle que l’application

m : (Λ(a, b), d) −→ APL(CP n) définie par : m(a) = α et m(b) = β est un

quasi-isomorphisme.

Ainsi, m est le modèle minimal de Sullivan de CP n.

2.9 Le modèle minimal de Hirsch-Brown

Le modèle minimal de Hirsch-Brown est donné par :

H∗(X, k)
∼
⊗H∗(BG, k)

où le produit tensoriel comporte une différentielle tordue et le groupe G

est soit le cercle S1 ou le tore G = Z2. on travaillera en caractéristique 0.

Ce modèle capture l’information sur la construction de Borel et peut être

comparé à la suite spectrale de Leray-Serre de la fibration X ↪→ XG → BG

il correspond au modèle de Sullivan en homotopie rationnelle. On cite le

fameux théorème :

Théorème 2.9.1. Hsiang

Soit G un groupe de Lie compact qui agit d’une façon continue sur X. Alors

G agit presque librement si et seulement si H∗G(X,Q) est de dimension fini

Si G agit presque librement, on a une équivalence d’homotopie faible

X/G ' XG et

H∗(XG, k) ∼= H(H∗(X, k)
∼
⊗H∗(BG, k)) ∼= H∗(X/G, k)
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2.9.1 Construction du complexe de Koszul

Soit R un anneau commutatif et E un R-module libre de rang fini r.

On désigne par ΛiE la-ième puissance extérieure de E.

Définition. Soit l’application R-linéaire s : E → R

Le complexe de Koszul associé à s est le complexe de châınes de R-modules

définit comme suit :

K∗(s) : 0−→ΛrE
dr−→ Λr−1E−→...−→Λ1E

d1−→ R→ 0

Où les différentielles dk sont données par : pour tout ei ∈ E

dk(e1 ∧ ... ∧ ek) =
r∑
i=1

(−1)i+1s(ei) e1 ∧ ... ∧ êi ∧ ... ∧ ek

où .̂ signifie que le terme est omit.

On a dk ◦ dk+1 = 0 ,∧1E = E , d1 = s ,∧rE ' R

• Si E = Rr (On choisit une base) alors donner une application R-linéaire

s : Rr → R c’est donner une suite finie s1, ..., sr d’éléments de R et on pose

K∗(s) = K∗(s1, ..., sr)

• Si M est un R-module de type fini alors on pose K∗(s,M) = K∗(s)⊗M qui

est un complexe de châıne avec la différentielle induite : (d⊗ 1M)(v ⊗m) =

dv ⊗m
La iéme homologie du complexe de Koszul est : Hi(K∗(s,M)) = Ker(di ⊗
1M)/im(di+1 ⊗ 1M)

par exemple si E = Rr et s = [s1, ..., sr] un vecteur ligne d’éléments dans R

alors d1 ⊗ 1M est

s : M r → M

(m1, ...,mr) 7→ s1m1 + ...+ srmr

et
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H0(K∗(s,M)) = M/(s1, ..., sr)M = R/(s1, ..., sr)⊗RM

Hr(K∗(s,M)) = {m ∈M : s1m = .... = srm = 0} =

HomR(R/(s1, ..., sr)⊗M)

• De manière duale, on pose K∗(s,M) = HomR(K∗(s),M) c’est un com-

plexe de cochâıne concentré entre le degré 0 et r, la ième cohomologie de ce

complexe H i(K∗(s,M) est notée H i(s,M)

2.9.2 Propriétés du complexe de Koszul

Soit E un R-module libre de type fini, s : E → R une application R-

linéaire et t ∈ R
Soit K(s, t) le complexe de Koszul de l’application (s, t) : E ⊗R→ R

SoitM unR-module de type fini, comme Λk(E⊕R) = ⊕ki=0

(
Λk−iE ⊗ ΛiR

)
=

ΛkE ⊕ Λk−1E

Ainsi on obtient la suite exacte de complexe de châınes

0 −→ K(s,M) −→ K(s, t;M) −→ K(s,M)[−1] −→ 0

où [−1] signifie que le degré est décalé par −1, et dK(s)[−1] = −dK(s)

On note que ∀(x, y) ∈ ΛkE⊕Λk−1E : dK(s,t)((x, y)) = (dK(s)x+ty, dK(s)[−1]y)

K(s, t) est le mapping cone de t : K(s)[−1] −→ K(s)

Ainsi nous obtenons la suite longue en homologie :

... −→ Hi(K(s,M))
t−→ Hi(K(s,M)) −→ Hi(K(s, t;M)) −→ Hi−1(K(s,M))

t−→ ...

Avec l’homomorphisme de connexion

δ : Hi+1(K(s;M)[−1]) = Hi(K(s;M))
t−→ Hi(K(s;M))

En effet δ([x]) = [dK(s,t)(y)] où y ∈ K(s, t) d’image x et comme K(s, t) est

somme directe, on peut prendre y = (0, x) d’où δ([x]) = t[x]
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Théorème 2.9.2. Soit R un anneau, M un R module de type fini

Si la suite (x1, x2, ...., xr) d’éléments de R est M-régulière alors :

∀i ≥ 1 Hi(K(x1, x2, ...., xr)⊗M) = 0

En particulier si M = R alors la suite :

0 −→ ΛrRr dr−→ Λr−1Rr −→ ... −→ Λ2Rr d2−→ Rr [x1,...,xr]−→ R/(x1, x2, ...., xr) −→ 0

est exacte c-à-d K(x1, x2, ...., xr) est une R-résolution libre de R/(x1, x2, ...., xr)

Démonstration. Par récurrence sur r

si r = 1 alors H1(K(x1),M) = AnnM(x1) = 0

Supposons l’assertion vraie pour r − 1

On a Hi(K(x1, x2, ...., xr),M) = 0 ∀i ≥ 2

comme xr n’est pas un diviseur de zéro sur H1(K(x1, x2, ...., xr−1),M) =

M/(x1, x2, ...., xr−1)M

Alors a H1(K(x1, x2, ...., xr),M) = 0

Corollaire. Soit R et M comme au-dessus, et soit x1, x2, ...., xr une suite

d’éléments de R. supposons qu’ils existent un anneau S, une suite S-régulière

y1, y2, ...., yr et un homomorphisme d’anneau
S → R

yi 7→ xi
alors Hi(K(x1, x2, ...., xr)⊗RM) = TorSi (S/(y1, y2, ...., yr),M)

où Tor est le foncteur TOR et M est un S-module via S −→ R

Corollaire. Soit R et M comme au-dessus, et soit x1, x2, ...., xr une suite

d’éléments de R. alors

l’idéal I = (x1, x2, ...., xr) et l’annulateur de M annulent Hi(K(x1, x2, ...., xr),M) =

0 ∀i

2.9.3 Liens entre le complexe de Kozul et Le modéle

de Hirsch-Brown

les outils essentiels pour lier entre le complexe de Kozul et Le modéle de

Hirsch-Brown sont fourni par les deux lemmes suivants :
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On considère le complexe libre de cochâıne
∼
C sur R avec une augmentation

ε :
∼
C → k qui induit une surjection en cohomologie.

Lemme. Soit
∼
C comme en dessus et supposons que H>m(

∼
C) = 0 alors il

existe un morphisme de R-complexe α : Kn(m) −→
∼
C tel que

(6) H∗(ε)H∗(α) : H(Kn(m) = R/(tm+1
1 , ...., tm+1

n )→ k

est la projection canonique

On suppose que
∼
C admet une filtrationF∗(

∼
C)qui satisfait :

• il existe des inclusions propres de souscomplexes libres

F0(
∼
C) = 0 ⊆ F1(

∼
C) ⊆ ... ⊆ F

l(F∗(
∼
C))

(
∼
C) =

∼
C

qui sont en somme directe en tant que R-modules et

•
∼
d(Fi(

∼
C) ⊆ Fi−1(

∼
C) pour i = 0, ..., l(F∗(

∼
C))

où l(F∗(
∼
C))est la longueur de la filtration

Lemme. il existe un morphisme de R-modules qui préserve la filtration

β :
∼
C → Kn(m) qui commute avec les augmentations respectives

On applique ces deux lemmes au modèle de Hirsh-brown de dessus

D’après le théorème et l’isomorphisme (6), on obtient que la cohomologie du

modèle de Hirsh-Brown s’annule en dessus de la dimension formelle m :=

dimX/G de l’espace des orbites

Ainsi on obtient un morphisme unitaire

β ◦ α : Kn(m) −→ Kn(0)

qui se factorise à travers le modèle minimal de Hirsh-Brown.
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CHAPITRE 3

ACTION DU TORE ET CONJECTURE DU RANG

TORIQUE

3.1 Définitions et résultats

Un groupe topologique G agit sur un espace X s’il existe une application

continue ϕ : G ×X → X satisfaisant ex = x et g1(g2x) = (g1g2)x. Ici, nous

avons adopté la convention de notation habituelle gx = ϕ(g, x). Lorsque

G est un groupe de Lie (ce que nous devrons prendre pour être compact

sauf indication contraire) et M est une variété, l’action est lisse si ϕ est

une application lisse. La variété M est alors appelée une G-Variété. Le sous-

groupe Gx = {g|gx = x} s’appelle le sous groupes isotrope au point x.

L’orbite de x est G(x) = {gx|g ∈ G}.
Notons que les sous-groupes d’isotropie correspondant aux points dans

la même orbite G(x) sont conjugués parce que Ggx = gGxg
−1. L’application

canonique f : G/Gx → G(x) induite par l’action sur x est clairement un

difféomorphisme.

Nous pouvons considérer l’ensemble des orbites comme un espace topo-

logique en prenant l’espace de quotient défini par la relation d’équivalence

suivante sur M : x ∼ y si et seulement s’il existe des g ∈ G avec gx = y.
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Cet espace des orbites est noté M/G. Un point x ∈ M est un point fixe par

l’action de G si Gx = G ; C’est-à-dire gx = x pour tout g ∈ G. L’ensemble

des points fixes sous l’action de G sur M est désigné par MG. Une action est

libre si Gx = {e} pour tout x ∈ M et est presque libre si Gx est un groupe

fini pour tout x ∈M .

Exemple. Soit le cercle G = S1 qui agit par rotations horizontales sur la

sphère M = S2. L’ensemble de points fixes MG est l’union des pôles Nord et

Sud, L’espace de l’orbite M/G est un demi-cercle reliant les pôles, les sous-

groupes d’isotropie sont G aux pôles fixes et le groupe trivial {e}. Notons

que dans ce cas, M/G n’est pas une variété fermée, mais plutôt une variété

avec frontière.

Les propriétés de base des actions des groupes de Lie qui nous intéressent

sont résumées dans la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Si G est un groupe de Lie compact et M une G-variété

compacte et lisse, Alors :

1. G(x) est une sous-variété de M , et l’action de G induit un difféomor-

phism G/Gx → G(x).

2. A isomorphisme près, il n’y a qu’un nombre fini de groupes d’isotropie.

Par conséquent, il existe seulement un nombre fini de types d’orbites.

3. L’ensemble des points fixes MG est une sous-variété compacte éven-

tuellement non connexe de M dont les composantes connexes peuvent avoir

des dimensions différentes.

4. Si l’action est libre, alors M/G est une variété et la projection M →
M/G est un G-fibré principal.

Le lemme suivant nous permettra de réduire l’étude des ensembles fixes

d’actions de tore à l’étude d’ensembles fixes d’actions circulaires.

Lemme. Soit T = (S1)r un tore agissant de manière lisse sur une variété

compacte M . Alors, il existe un cercle S1 ⊆ T tel que MS1
= MT .

Démonstration. ([10, lem7.3])
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3.2 La fibration de Borel

Rappelons que pour tout groupe de Lie compact G il existe un G-fibré

principal

G→ EG→ BG.

L’espace BG, appelé l’espace classifiant de G, est égale à EG/G où EG est

un espace contractible ayant une action libre de G.

Exemple. L’action du cercle sur S2n+1 ⊂ Cn+1 est donnée par la multi-

plication complexe z(z1, . . . , zn+1) = (zz1, . . . , zzn+1). Le quotient est l’es-

pace projectif complexe CP (n). Soit S∞ la limite directe des inclusions

S1 ⊂ S2 ⊂ S3 ⊂ . . . ⊂
⋃∞
i=1 S

i = S∞.

Maintenant, on sait que les groupes d’homotopie se comportent bien sous

les limites directes : lim
j
πk(S

j) = πk( limj(S
j)). Donc πk(S

∞) = 0 pour tout k

en effet, S∞ est contractible. Clairement S∞ est également obtenu en prenant

la limite directe S3 ⊂ S5 . . . ⊂ ∪S2p+1 = S∞. Les actions libres de S1 sur les

sphères impaires sont compatibles avec les inclusions, donc ils induisent une

action libre de S1 sur S∞. Puisque S∞ est contractible, donc ES1 l’est aussi,

et le S1-fibré S∞ → CP(∞) n’est autre que le S1-fibré universel ES1 → BS1.

En multipliant les différentes copies du fibré universel S∞ → CP(∞), nous

obtenons l’espace classifiant de d’un r-tore, BT r = (CP(∞))r.

Définition. [10, p275] Soit G un groupe de Lie et M une G-varieté. La

fibration de Borel associée est donnée par le fibré

M → EG×GM
p−→ BG,

ou EG ×G M est le quotient de EG ×M sous l’action de G definie par

g(x,m) = (xg−1, gm). La projection p associée à [x,m] est la classe de x

dans BG ; p([x,m]) = [x]. L’espace total de la fibration de Borel, EG ×G
M, est désigné par MG et sa cohomologie rationnelle s’appelle cohomologie

rationnelle équivariante de M ; H∗G(M ;Q) := H∗(MG;Q).

Théorème 3.2.1 (10,thm 7.6). 1. Lorsque l’action de G on M est libre,
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alors la projection

q : MG = EG×GM →M/G,

[x,m] 7→ [m],

est une équivalence d’homotopie.

2. Lorsque l’action de G sur M est presque libre, alors la projection

q : MG → M/G est une équivalence d’homotopie rationnelle. C’est à dire,

H∗(q;Q) : H∗(M/G;Q)→ H∗(MG;Q) est un isomorphisme.

3. Lorsque l’action de G sur M est triviale, alors MG = BG×M.

4. Lorsque H est un sous-groupe compact de G, Alors (G/H)G ' BH.

Puisque (2) ci-dessus dit que, du point de vue de la théorie de l’homo-

topie rationnelle, les actions presque libres équivalent à des actions libres,

il est important d’avoir un critère pour les identifier. Le théorème suivante

d’actions presque libres atteint ce but.

Théorème 3.2.2. (théorème de Hsiang, voir [19]) Soit G un groupe de Lie

compact et soit M une G-variété. G agit presque librement sur M si et seule-

ment si la cohomologie rationnelle de M , H∗G(M ;Q), est de dimension finie.

Notons que, si l’action est libre, alors nous avons MG ' M/G, donc

H∗(MG;Q) ∼= H∗(M/G;Q) est de dimension finie car M/G est une variété

compacte.

3.3 Le rang torique

Dans cette section, nous donnons des conditions pour l’existence d’actions

de tore presque libres sur une variété M , la première condition concerne la

caractéristique d’Euler-Poincaré é χ(M).

Théorème 3.3.1. Si la variété M admet une G-action presque libre avec G

groupe de Lie connexe et compact, Alors la caracteristique d’Euler-Poincaré

de M est nulle.
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Tout groupe de Lie compact G admet une action libre par son tore maxi-

mal via des translations et nous savons que χ(G) = 0 puisque G est rationnel-

lement un produit de sphères impaires. D’autre part, par le théorème 3.3.1,

une sphère de dimension paire n’admet pas d’action de cercle presque libre.

Démonstration. Supposons que G agit presque librement sur M . Depuis

ΩBG ' G, la fibre homotopie de l’injection M ↪→ EG ×G M a le type

homotopy de G Nous obtenons de cette manière une fibration homotopique

G→M → EG×GM = MG.

La suite spectrale Serre associée satisfait

E2
∼= H∗(MG;Q)⊗H∗(G;Q)→ H∗(M ;Q).

Par le théorème 3.2.2, le terme E2 est de dimension finie, et puisque la ca-

ractéristique d’Euler est préservée dans une suite spectrale et que χ(G) = 0,

alors χ(M) = χ(MG)χ(G) = 0.

Comme nous l’avons expliqué dans l’introduction de ce chapitre, le prin-

cipal «invariant» pour l’étude des actions presque libres est le rang torique

d’une variété, définissons maintenant cette notion dans le contexte des es-

paces topologiques.

Définition. Le rang torique d’un espace X, rk(X), est le plus grand entier

r tel que un tore T r agit presque librement sur X.

Le rang torique peut être limité pour des raisons uniquement topolo-

giques. Par exemple, un bouquet (wedge) de sphères a un rang torique nul

parce que le point de base doit rester fixe sous l’action ce qui découle di-

rectement de la topologie du bouquet. Le point de base du bouquet est le

seul point dont l’élimination augmente le nombre de composants, donc tout

homéomorphisme doit fixer ce point.

Malheureusement, le rang torique n’est pas un invariant homotopique.
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Remarque. Nous pouvons également définir l’entier sks(M) qui est le maxi-

mum des nombres r tel qu’il existe un tore T r qui agit de manière lisse sur M .

Cet invariant vérifie rks(M) ≤ rk(M), mais il est très difficile à calculer et la

relation exacte avec rk(M) ne semble pas être connu. La condition «presque

libre» n’est pas une condition standard dans les groupes de transformation,

mais le travail de R. Schultz [10] a exhibé une sphère N de dimension 17

qui n’admet pas d’action de S1 lisse et libre, mais par contre N admet une

action de cercle libre continue puisque N et S7 sont homéomorphes. Pour

des remarques générales concernant la différence entre les degrés de symétrie

lisses et continus, voir [19].

Puisque nous sommes intéressés par l’obtention d’un invariant homoto-

pique nous sommes amenés à la variante suivante de la définition du rang

torique.

Définition. Le rang torique rationnel d’un espace X, rk0(X), est le maxi-

mum des rk(Y ) pour tout les CW-complexes finis Y de même type d’homo-

topie rationnelle que X.

3.3.1 Rang torique des espaces rationnellement ellip-

tiques

Les premiers calculs sur le rang rationnel rationnel sont dus à Allday et

Halperin [1]. Rappelons que si M est un espace rationnellement elliptique, la

caractéristique de l’homotopie Euler est définie par

χπ(M) = rangπpaire(M)− rangπimpaire(M).

La première estimation du rang torique dérivée des modèles algébriques

a également été l’une des premières vérifications (avec la formalité pour les

variétés H et la solution du problème géodésique fermé) que la théorie de

l’homotopie rationnelle pourrait être utilisée pour obtenir des informations

géométriques intéressantes.

Théorème 3.3.2. Si M est un espace nilpotent rationnellement elliptique,
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alors

rk0(M) ≤ χπ(M).

Démonstration. Considérons la fibration de l’homotopie T r → M → MT r

associée à une action presque libre de T r sur M . Puisque M et T r sont des

espaces rationnellement elliptiques, il en va de même pour MT r . Il en est de

même aussi par homotopie de la suite exacte longue d’homotopie d’une fibra-

tion et, pour la cohomologie, par le théorème 3.2.2. La séquence d’homotopie

exacte et longue donne alors

χπ(M) = χπ(MT r) + χπ(T r).

Rappelons maintenant que, pour un espace rationnellement elliptique X,

nous avons χπ(X) ≤ 0 [10], de χπ(MT r) ≤ 0 et χπ(T r) = −r, on en déduit

r ≤ −χπ(M).

Corollaire. Si G est un groupe de Lie connexe compact, alors rk0(G) =

rang(G).

Démonstration. Rappelons [10, exp2.39] que le modèle minimal d’un groupe

de Lie G est une algèbre extérieure (∧(y1, . . . , yr), d = 0) avec r = rang(G). Il

s’ensuit que −χπ(G) = rang(G). Par conséquent, rk0(G) ≤ rang(G), d’autre

part, si T r est un tore maximal en G, alors la multiplication de gauche par

T r donne une action libre de T r sur G, de sorte que rk0(G) ≥ rang(G).

Corollaire. Si M = G/K est le quotient d’un groupe de Lie compact connexe

G par un sous-groupe compact K, alors

rk0(G/K) = rang(G)− rang(K).

Démonstration. De la fibration K → G → G/K (et sa longue suite exacte

d’homotopie), on en déduit χπ(G/K) = χπ(G)−χπ(K) = -rang G+ rang K.

Cela implique l’inégalité

rk0(G/K) ≤ −χπ(G/K) = rang(G)− rang(K).

Notons maintenant par T s un tore maximal dans G et par T r un tore

maximal dans K. Les tores maximaux d’un groupe de Lie compact sont tous
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conjugués, donc on peut supposer T r ⊂ T s. La multiplication de gauche

par T s−r = T s/T r sur G/K est encore une action libre. Par conséquent, le

rang rationnel rationnel de G/K est supérieur ou égal à la différence s − r,
rk0(G/K) ≥ rang(G)− rang(K).

Exemple. Comme nous l’avons vu, une sphère dimensionnelle impaire S2n−1

admet une action libre du cercle, comme χπ(S2n−1) = −1, nous avons rk0(S2n−1) =

1.

3.3.2 Calcul de rk0(M) avec les modèles minimaux

Soit G = T r un r-tore et M une G-variété compacte et nilpotente, et

M → EG×GM
p→ BG

La fibration de Borel associée, notre objectif dans cette section est de décrire

le modèle minimal relatif de la fibration de Borel.

Rappelons d’abord les cohomologies rationnelles de T r et BT r :

La cohomologie de T r est une algèbre extérieure de r générateurs de degré 1,

H∗(T r;Q) = ∧(y1, . . . , yr)

Et la cohomologie de l’espace classifiant BT r est une algèbre polynomiale de

r générateurs de degré 2,

H∗(BT r;Q) = Q[x1, · · · , xr].

En particulier, le modèle minimal de T r est (∧(y1, . . . , yr), 0), et le modèle

minimal de BT r est (∧(x1, . . . , xr), 0).

Soit (∧V, d) le modèle minimal de M , alors un modèle minimal relatif de

la fibration de Borel s’écrit :

(∧((x1, . . . , xr), 0)→ (∧(x1, . . . , xr)⊗ ∧V,D)→ (∧V, d).
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Lorsque l’action est presque libre, H∗(∧(x1, . . . , xr) ⊗ ∧V,D) est de dimen-

sion finie par le théorème 3.2.2 . Cela donne une caractérisation des actions

presque libres en termes de modèles minimaux.

Proposition 3.3.1. Si M est une variété compacte nilpotente de dimension

m, alors rk0(M) ≥ r si et seulement s’il existe un modèle minimal relatif de

la forme :

(∧(x1, . . . , xr), 0)→ (∧(x1, . . . , xr)⊗ ∧V,D)→ (∧V, d),

Où |xj| = 2 pour i = 1, . . . , r, (∧V, d) est le modèle minimal de M et la

cohomologie H∗(∧(x1, . . . , xr)⊗ ∧V,D) est de dimension finie.

De plus, si rk0(M) ≥ r, alors T r agit librement sur un CW-complexe fini

X qui a le même type d’homotopie rationnel que M , et si m − r 6≡ 0mod4,

alors on peut choisir X comme variété compacte.

Démonstration. Si nous avons une action libre T r sur M , d’après ce qui

précède l’énoncé de la proposition, nous avons un modèle minimal relatif

avec les propriétés requises.

Pour l’autre sens de l’équivalence, on suppose que nous avons un modèle

minimal relatif et que N est un CW-complexe nilpotent fini dont le modèle

minimal est (∧(x1, . . . , xr) ⊗ ∧V,D), Les classes [xi] définissent des classes

dans H2(N ;Q) multipliés par des nombres entiers ki on obtient [kixi] dans

H2(N ;Z) et on utilise ces classes pour définir une application ϕ : N →
K(Z/2)r = (CP(∞))r, le pullback du T r-fibré (CP(∞))r donne un CW-

complexe nilpotent fini X ayant le type d’homotopie rationnelle de M qui

admet une action libre de T r.

La cohomologie de (∧(x1, . . . , xr)⊗∧V,D) satisfait la dualité Poincaré et

la classe fondamentale est en degré m − r. Par conséquent, par le théorème

3.2, lorsque m − r 6≡ 0mod4, nous pouvons choisir N pour être une variété

compacte. dans ce cas, l’application classifiante de peut être compressée dans

CP(m − r) et peut être remplacée par une application lisse. la fibration de

Hopf sur CP(m− r) est alors un fibré principal du cercle dont l’espace total
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est une variété homogène du type d’homotopie rationnelle de M.

Exemple. Posons S11 → N → S12 le fibré de sphères associé au fibré tangent

de la sphère S12. Nous désignons alors par

S11 → E → (S3)4

Le pullback de cette fibration le long d’une application (S3)4 → S12 de degré

1. Montrons que rk0(E) = 1. Tout d’abord, le modèle minimal de E est

(∧(y1, y2, y3, y4, z), d), |yj| = 3, |z| = 11, Dz = y1y2y3y4.

Nous considérons alors le modèle minimum relatif ( avec |x| = 2),

(∧x, 0)→ (∧x⊗ ∧(y1, y2, y3, y4, z)D)→ (∧(y1, y2, y3, y4, z), d)

OùD(z) = dz+x6. De toute évidence, la cohomologieH∗(∧x⊗∧(y1, y2, y3, y4, z),

D) est de dimension finie, Ce qui implique par la proposition 3.3.1 qu’il existe

une variété dans le même type d’homotopie rationnelle que E qui admet une

action libre de S1. En particulier, rk0(E) ≥ 1.

Supposons maintenant que rk0(E) = r ≥ 1, par la proposition 3.3.1, il

existe un modèle minimal relatif

(∧(x1, . . . , xr), 0)→ (∧(x1, . . . , xr, y1, y2, y3, y4, z), D)

→ (∧(y1, y2, y3, y4, z), d)

Avec dimH∗(∧(x1, . . . , xr, y1, y2, y3, y4, z), D) < ∞, supposons D(y1) = a 6=
0, a ∈ ∧(x1, . . . , xr). Maintenant, D(z) = dz + τ = y1y2y3y4 + τ avec τ ∈
Ideal(xi), donc

0 = D2(z) = ay2y3y4 + ξ,

Où ξ appartient à l’idéal engendré par y1 et ∧≥3(x1, . . . xr) pour des raisons

de degré, ce qui est impossible car ay2y3y4 n’est pas dans cet idéal. Par

conséquent, par des arguments similaires, D(y1) = D(y2) = D(y3) = D(y4) =
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0.

Écrivons maintenant D(z) = α+β avec α ∈ ∧(x1, . . . , xr) et β ∈ ∧(xj)⊗
∧+(yj). La projection (∧(x1, . . . , xr, y1, y2, y3, y4, z), D)→ (∧(x1, . . . , xr)/(α), 0)

est alors surjectif en cohomologie. Par conséquent, ∧(x1, . . . , xr)/(α) est une

dimension finie et cela ne peut se produire que lorsque r ≤ 1.

Notons que par le théorème 3.3.1, nous avons une limite supérieure de

rk0(E) donnée par 5 = −χπ(E) alors, nous voyons que l’estimation d’Allday-

Halperin est trop large.

3.3.3 La conjecture du rang torique

Le principal problème lié au rang torique est sans doute la conjecture du

rang torique (CRT), qui est attribuée à S. Halperin.

Conjecture. (conjecture TRC)

Soit M un CW-complexe fini et nilpotent, alors

dimH∗(M ;Q) ≥ 2rk0(M).

L’idée intuitive derrière la CRT est qu’une action T r libre presque nulle

induit une injection de T r, au moins cohomologiquement sur M avec bien sûr,

dimH∗(T r;Q) = 2r, donc la conjecture est une expression de cette notion

intuitive.

Notons que des exemples existent montrant que H∗(M ;Q) ne contient pas

nécessairement une algèbre extérieure sur r générateurs même si une action

presque libre de T r existe sur M .

Nous avons la formulation suivante de la conjecture TRC en termes de

modèles minimaux.

Conjecture. (CRT algébrique)

Soit (∧V, d) une cdga minimale, et soit (∧(x1, . . . , xR), 0)→ (∧(x1, . . . , xr)⊗
∧V,D) → (∧V, d) un modèle minimal relatif avec |xj| = 2, tel que l’al-

gèbre de cohomologie H∗(∧(x1, . . . , xr)⊗∧V,D) soit de dimension finie, Alors

dimH∗(∧V, d) ≥ 2r.
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La conjecture du rang torique est toujours ouverte, mais a elle a été

prouvée dans certains cas intéressants que nous allons maintenant considérer.

Proposition 3.3.2. La CRT est vrai pour tout produit de sphères de dimen-

sions impaires.

Démonstration. Supposons qu’un r-tore T r agit presque librement sur un

produit de sphères de dimensions impaires M = Sn1 × Sn2 × . . .× SnP . Par

le théorème [10, 7.13],

R ≤ −χπ(M) = p.

Cela implique que

2r ≤ 2p = dimH∗(M ;Q).

Proposition 3.3.3. La CRT est vrai pour les espaces homogènes.

Démonstration. Soit G un groupe de Lie connexe compact et soit K un sous-

groupe de G compact. on note le rang torique rationnel de G/K par r, et on

considère la suite spectrale de Serre associée à la fibration K → G→ G/K :

H∗(G/K)⊗H∗(K)→ H∗(G).

Il s’ensuit que

dimH∗(G) ≤ dimH∗(G/K) dimH∗(K),

Puisque r = rang G –rang K, ce qui donne

2r = 2rang(G)−rang(K) =
2rang(G)

2rang(K)
=

dimH∗(G)

dimH∗(K)
≤ dimH∗(G/K).

Rappelons qu’une algèbre commutative graduée H satisfait la propriété

forte de Lefschetz si H se comporte comme la cohomologie d’une variété

compacte. Cela signifie que la propriété suivante est satisfaite :
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• Il y a un élément ω ∈ H2 tel que pour chaque p < m, la multiplication

par ωm−p induit un isomorphisme Hp → H2m−p.

Théorème 3.3.3. Si un r-tore T r agit presque librement sur une variété

connexe et compacte M dont cohomologie satisfaisant la propriété forte de

Lefschetz, alors l’injection d’une orbite T r ↪→ M , induit une injection en

homologie. En particulier, la CRT est vrai dans ce cas.

Démonstration. S’il y avait une T r-action presque libre sur M, alors il exis-

terait une injection

H∗(T
r;Q)→ H∗(M ;Q).

Puisque M est simplement connexe ce qui est impossible.

Corollaire. Une variété compacte simplement connexe M dont la cohomo-

logie satisfait la propriété de Lefschetz n’admet pas d’action de tore presque

libre.

Démonstration. S’il y avait une action presque libre du T r sur M , il y’aurait

une injection H∗(T
r;Q) → H∗(M ;Q), puisque M est simplement connexe,

ce qui est impossible.

Théorème 3.3.4. (Inégalité de Puppe) Si un tore T r agit presque librement

sur un espace topologique paracompacte de type fini X, alors

dimH∗(X;Q) ≥ 2r.

Voir [25] pour la démonstration.
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CHAPITRE 4

AMÉLIORATION DE L’INÉGALITÉ DE PUPPE

4.1 Nouvelle démonstration de l’inégalité de

Puppe

Soit X un espace topologique simplement connexe muni d’une action

presque libre du groupe T n. Nous désignons rk0(X) = n et nous supposons

que n 6= 0.

Le modèle minimal de Sullivan de l’espace classifiant BTndu groupe de

Lie T n est un anneau polynomial désigné ici par R, il a la forme suivante :

R = (Λ(t1, · · · , tn), 0) avec deg(ti) = 2.

La fibration de Borel associée [5, p.53] à cette action est :

X −→ XTn −→ BTn

Selon Brown [6], il existe un complexe de R-modules différentiels

(R⊗H∗(X;Q),∆) et un quasi-isomorphisme de R -modules :
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% : (R⊗ (H∗(X;Q),∆)→ APL(XTn)

Soit β = {α1, · · · , αp, αp+1, · · · , α2p} une base de H∗(X,Q) telle que :

|αi| est impaire pour : 1 ≤ i ≤ p

|αi| est paire pour : p+ 1 ≤ i ≤ 2p

La différentielle ∆ s’ écrit pour i, 1 ≤ i ≤ p

∆(1⊗ αi) = Pi ⊗ 1 +
p∑
j=1

tijαj+p

où Pi est un polynôme homogène en (t1, · · · , tn).

Considérons la matrice M = (tij)1≤i,j≤p d’ordre p sur R,

Et on note, I l’idéal de R définie par :

I = {
p∑
j=1

aiPi�M


a1

...

ap

 = 0} (4.1)

on note R = R/I.

Ainsi nous avons le diagramme suivant :

(R, 0)
i
> (R⊗H∗(X,Q),∆)

(R, 0)

p
∨

i
>

Où i est l’injection canonique, p est la surjection canonique,et le morphisme

i induit par passage au quotient.

En passant à la cohomologie, le diagramme ci-dessus induit le diagramme

suivant :

(R, 0)
i∗

> H(R⊗H∗(X,Q),∆)

(R, 0)
∨

i∗
>
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On a i∗ est injective.

En effet si a ∈ R telle que i∗(a) = 0 = i∗(a) Alors,

a⊗ 1 = ∆(

p∑
i=1

aiαi) (4.2)

=

p∑
i=1

aiPi ⊗ 1 +

p∑
i=1

ai(

p∑
j=1

tijαj+p) (4.3)

=

p∑
i=1

aiPi ⊗ 1 +

p∑
j=1

((

p∑
i=1

aitij)αj+p) (4.4)

Alors, a =
p∑
i=1

aiPi et
p∑
i=1

aitij = 0 pour tout i, 1 ≤ i ≤ p .

Par conséquent, a ∈ I d’où a = 0.

Ce qui implique que, dimR ≤ dimH∗(XTn ;Q) <∞.

Et comme {t1, · · · , tn} est une famille libre dans R alors dimR ≥ n.

D’autre part, puisque Mest une matrice carrée d’ordre p sur l’anneau R

alors I est un R-module de dimension N ≤ p.

Nous avons dimR/I <∞ d’où dim I = N ≥ n ceci implique que

dimH∗(X,Q) ≥ 2n. �

4.2 Une amélioration de la limite inférieure

de l’inégalité de Puppe

Le théorème principal

Soit X un espace topologique simplement connexe avec une T n-action

presque libre telle que dimH∗(X;C) <∞.
La fibration de Borel associée [5, p.53] à cette action est :

X −→ XTn −→ BTn

Le quotient homotopiqueXTn admet le modèle minimal de Hirsch-Brown :
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DTn = (H∗(BTn ;C)⊗H∗(X;C); d̃)

Comme H∗(BTn ;C)-module [2, section1.3].

Nous définissons une filtration croissante Fq sur H∗(X;C) par :

F−1 = 0 (4.5)

Fq = (d̃(x)|H∗(X;C))
−1(H∗(BTn ;C)⊗ Fq−1) (4.6)

La longueur l(X) de H∗(X,C) est définie par :

l = inf {q ∈ N/Fq = H∗(X,Q)} . (4.7)

On utilise l’évaluation en α = (α1, · · · , αn) pour définir le nouveau es-

pace :

DTn(X)α = C⊗H∗(BTn ;C) DTn(X) (4.8)

Où la structure de ce H∗(X;C)-module est définie par l’application :

H∗(BTn ;C) → C
ti 7→ αi

Nous savons par [3, thm 4.1], que pour α 6= (0, · · · , 0), on a :

H∗(DTn(X)α, d̃α) = 0.

d̃α est donnée par d̃ évaluée en α ∈ C. ([2, p.26])

Maintenant, pour chaque q, 0 ≤ q ≤ l, soit Aq un complémentaire de

Fq−1 dans Fq :

Fq = Aq ⊕ Fq−1

Le résultat principal de cet article est une amélioration de la limite infé-

rieure de l’inégalité de Puppe exprimée dans le théorème suivant :

Théorème 4.2.1. Soit X un espace topologique simplement connexe avec

une action de T n presque libre, on note n = rk0(X) pour n ≥ 4 nous avons

toujours dimH∗(X;Q) ≥ 3n− 2
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La preuve de ce théorème est basée sur le lemme suivant :

Lemme. Sous les mêmes conditions que le théorème ci-dessus :

dimA1 ≥ n.

Définition. ([28, vol1, p.90]) Par Pn, nous désignons un espace projectif de

dimension n sur C. Une variété algébrique projective V est un sous-ensemble

algébrique de Pn, c’est-à-dire l’ensemble des zéros de certains polynômes ho-

mogènes fi, i ∈ I,en les coordonnées homogènes (x0, · · · , xn) de Pn : V =

{(x0, · · · , xn)|fi(x0, · · · , xn) = 0, i ∈ I}.

Preuve du lemme

Démonstration. Selon Puppe [24, p.7], nous savons que l ≥ n et dimAq ≥ 2,

pour chaque q, 1 ≤ q ≤ l − 1.

Soit {a1, · · · , ar} et {b1, · · · , bs} deux bases de A1 et A0. Pour chaque i,

1 ≤ i ≤ r, nous pouvons écrire :

d̃(ai) = pib1 + ωi ;

Où pi sont des polynômes homogènes sur t1, · · · , tn, et ωI est une com-

position linéaire de b2, · · · , bs sur Q[t1, · · · , tn]. Si l’on suppose que r < n,

Alors la variété algébrique V (p1, · · · , pr) est différente de {(0, · · · , 0)}. Par

conséquent, nous pouvons prendre α ∈ V (p1, · · · , pr)\{(0, · · · , 0)} tel que :

d̃αb1 = 0 (car F0 = A0 = ker(d̃)).

d̃αai = ωi pour 1 ≤ i ≤ r.

Cela nous montre que le d̃α- cocyle b1 n’est pas zéro dans H∗(DTn(X)α, d̃α)

ce qui est absurde.

Preuve du théorème 4.2.1

Démonstration. Notons mq = dimAq, 0 ≤ q ≤ l.

D’où, nous avons

dimH∗(X;Q) =
l∑

q=0

mq

Ainsi :

dimH∗(X;Q) ≥ m0 +m1 +ml +
l−1∑
q=2

mq ≥ 2 +n+ 2(n− 1). ≥ 3n− 2.
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Exemples et Remarques

Remarque. Le théorème 4.2.1 donne une mesure de l’obstruction pour une

variété pour avoir une action presque libre T n, par exemple une variété com-

pacte simplement connexe M avec la somme de ses nombres Betti < 3n− 2

ne peut avoir d’action presque libre de T n.

Exemple. Le rang torique de la variété M = (S2n+1)r est égal à r et la

somme de ses nombres Betti est égale à 2r [10, p.284],

nous avons dimH∗((S2n+1)4;Q) = 16 < 3× 7− 2 = 19.

Donc (S2n+1)4 ne peut pas avoir une action presque libre de T 7.

Remarque. En 2012 M. Amann [4] a établi le résultat suivant :

Théorème 4.2.2 (théorème d’Amann). Si un n-tore T agit presque libre-

ment sur un espace X de Hausdorff paracompacte de dimension finie, alors

dimH∗(X;Q) ≥ 2(n+ [n/3])

X peut être considéré comme CW-complexe fini ou une variété compacte.

Il est clair qu’à partir de n = 7, le théorème 4.2.1 donne une limite

inférieure plus grande que le théorème d’Amann.
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CHAPITRE 5

CONJECTURE DE HILALI DANS LE CAS DES

MODÈLES À GÉNÉRATEURS IMPAIRS

5.1 La conjecture H dans le cas de généra-

teurs impairs sous condition

En 1990 [9], M.R.Hilali a conjecturé que la dimension de l’homotopie

rationnelle d’un espace topologique elliptique, simplement connexe ne dépasse

pas celle de sa cohomologie rationnelle. Cette conjecture (de Hilali) se nomme

aussi conjecture H.

Conjecture H (version topologique) :

Soit X un espace topologique elliptique, simplement connexe. Alors,

dimπ∗ (X)⊗Q ≤ dimH∗ (X;Q)

Conjecture H (version algèbrique) :

Si (ΛV, d) est un modèle minimal de Sullivan d’un espace topologique X

elliptique et simplement connexe, alors

dimH∗ (ΛV, d) ≥ dimV
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On a le résultat particulier suivant :

Théorème 5.1.1. Soit X un espace topologique elliptique, simplement connexe,

et soit (ΛV, d) son modèle minimal de Sullivan. Soit 1 ≤ i ≤ n, et posons :

V = Q (a1, ..., an) avec |ai| ∈ 2N+1, dai = Pi ∈ Λ (a1, ..., ai−1) et Ai = Λ (a1, ..., ai) .

Si pour tout 1 ≤ i ≤ n, [P 2
i ] = 0 dans H∗ (Ai−1) , alors dimH∗ (An) ≥ n.

Pour la démonstration, on va procéder par récurrence sur n = dimV.

V = Q (a1, ..., an) . Ici, on veut prouver que

dimH∗ (Λ (a1, ..., an) , d) ≥ n, avec les |ai|, 1 ≤ i ≤ n, sont impairs et (dai)
2 =

dQi où Qi ∈ Λ (a1, ..., ai−1) .

On suppose par récurrence que dimH∗ (Λ (a1, ..., an−1) , d) ≥ n − 1, et

montrons que dimH∗ (Λ (a1, ..., an) , d) ≥ n. Pou n = 0

Soit {α1, ..., αr} une base homogène de H∗(Λ (a1, ..., an−1) , d).

Soit 1 ≤ i ≤ n, et posons :

dai = Pi ∈ Λ (a1, ..., ai−1) , αi = [ωi] et Ai = Λ (a1, ..., ai) .

On pose : i : An−1 −→ An l’injection canonique, et

i∗ : H∗ (An−1) −→ H∗ (An) .

Nous allons faire appel aux deux propositions suivantes :

Proposition 5.1.1. Si [Pn] 6= 0 dans H∗ (An−1) Alors on a

ker i∗ = H∗ (An−1) . [Pn]

l’idéal de H∗ (An−1) engendré par [Pn] .

Démonstration. (a) On a

i∗ ([ωPn]) = [ωPn] = [d (ωan)] = 0
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et donc

H∗ (An−1) . [Pn] ⊂ ker i∗

(b) Soit α ∈ ker i∗, donc ∃ (ω, P,Q) tel que :
α = [ω]

dω = 0

ω = d (Pan +Q)

donc

ω = (dP ) an + (−1)|P | PPn + dQ

ce qui implique que dP = 0

ω =
(

(−1)|P | PPn + dQ
)

on en déduit que, α = [ω′Pn] où

[ω′] =
[
(−1)|P | P

]
Et par suite,

α ∈ H∗ (An−1) . [Pn]

Ainsi,

ker i∗ = H∗ (An−1) . [Pn]

Proposition 5.1.2. On a

dimH∗ (An) ≥ dimH∗ (An−1)

Démonstration. On pose :

B1 = {[ωiPn]� 1 ≤ i ≤ p et |ω1| ≤ ... ≤ |ωp|}
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base de ker i∗, et

B2 = {βj = [ρj]� 1 ≤ j ≤ q}

base d’un supplémentaire F de ker i∗ dans H∗ (An−1) . Montrons que

B = {[ωiPnan − ωiQn] , βj� 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q}

est un système libre dansH∗ (An) . En effet, soient (λ1, ..., λp) ∈ Qp et (µ1, ..., µq) ∈
Qq tels que

p∑
i=1

λi [ωiPnan − ωiQn] +

q∑
j=1

µj [ρj] = 0

Donc, ∃ (P,Q) ∈ A2
n−1 tel que

p∑
i=1

λiωiPnan−
p∑
i=1

λiωiQn+

q∑
j=1

µjρj = d (Pan +Q) = (dP ) an+(−1)|P | PPn+dQ

ceci nous donne
p∑
i=1

λiωiPn = dP

q∑
j=1

µjρj −
p∑
i=1

λiωiQn = (−1)|P | PPn + dQ

D’où, 
p∑
i=1

λi [ωiPn] = 0⇒ λi = 0

q∑
j=1

µjβj ∈ H∗ (An−1) . [Pn] ∩ F

Et par suite, ∀1 ≤ i ≤ p, ∀1 ≤ j ≤ q, (λi, µj) = (0, 0) . Et par conséquent,

dimH∗ (An) ≥ card (B) = dimH∗ (An−1)
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Démonstration. Du théorème

Deux cas sont à traiter :

I) [Pn] = 0 dans H∗ (An−1) :

Ecrivons dan = Pn. Si [Pn] = 0 et Pn = dQ, alors on peut faire un changement

de variable et poser a′n = an −Q. Dans ce cas

(Λ (a1, ..., an) , d) ' (Λ (a1, ..., an−1) , d)⊗ (Λa′n, 0)

et H∗ (Λ (a1, ..., an)) = H∗ (Λ (a1, ..., an−1))⊗ Λa′n

Donc

dimH∗ (Λ (a1, ..., an)) ≥ 2 (n− 1) .

II) [Pn] 6= 0 dans H∗ (An−1) :

Posons :

Z (An−1) := ker (d : An−1 −→ An−1) et B (An−1) := Im (d : An−1 −→ An−1)

Considérons le morphisme

φ :
H∗ (An−1) −→ H∗ (An−1)

[ω] 7−→ [ωPn] = [Pnω]

On a Imφ ⊂ kerφ

En effet, soit θ ∈ Z (An−1) , on a φ ([θPn]) = [θP 2
n ] = [d (θQn)] = 0.

Et on a aussi

Si kerφ = Imφ, alors dimH∗ (An) ≥ dimH∗ (An−1) + 1

Puisque (a) ∀1 ≤ k ≤ n− 1, dak = 0 : alors

dimH∗ (An) ≥ dimH∗ (An−1) ≥ 2n−1 ≥ n

(b) S’il existe l ∈ {1, ..., n− 1} tel que dal 6= 0 : on voit que dal ∈
B (An−1) ⊂ kerφ, donc il existe λ ∈ Q∗ tel que dal = λPn, puisque |a1| ≤

76



... ≤ |an| , donc nécessairement |dal| ≤ |Pn| . Considérons

β = [al − λan] ∈ H∗ (An)

Montrons que la famille B∪{β} est libre dans H∗ (An) .

En effet, supposons que

β =

[
p∑
i=1

λiωiPnan −
p∑
i=1

λiωiQn +

q∑
j=1

µjρj

]
⇐⇒

al − λan =

p∑
i=1

λiωiPnan −
p∑
i=1

λiωiQn +

q∑
j=1

µjρj + dQ

où λi, µj ∈ Q et Q ∈ An. Or ceci est impossible, car le second membre ne

contient pas le terme al. D’où, dimH∗ (An) ≥ dimH∗ (An−1) + 1.

On le résultat suivant :

Si kerφ 6= Imφ, alors dimH∗ (An) ≥ dimH∗ (An−1) + 1

En effet, on sait d’après la proposition 5.1.2 que B est un système libre

dans H∗ (An) . Soit [ω] ∈ kerφr Imφ.

On a φ ([ω]) = 0, donc il existe ρ ∈ An−1 tel que ωPn = dρ. Soit

α = [anω − ρ] ∈ H∗ (An)

Montrons que la famille B∪{α} est libre dans H∗ (An) .

En effet, Si

α =

[
p∑
i=1

λiωiPnan −
p∑
i=1

λiωiQn +

q∑
j=1

µjρj

]

avec λi, µj des rationnels, donc ∃ (P,Q) ∈ A2
n−1 tel que
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anω − ρ = an

(
p∑
i=1

λiωiPn

)
−

p∑
i=1

λiωiQn +

q∑
j=1

µjρj + d (anP +Q) = an

(
p∑
i=1

λiωiPn − dP

)

−
p∑
i=1

λiωiQn +

q∑
j=1

µjρj + PnP + dQ

On obtient donc le système
ω =

p∑
i=1

λiωiPn − dP

ρ = −

(
q∑
j=1

µjρj + PnP + dQ

)
+

p∑
i=1

λiωiQn

Or la première équation implique que

[ω] ∈ Imφ,

(
[ω] = φ

(
p∑
i=1

λi [ωi]

))

contradiction avec [ω] ∈ kerφr Imφ.

5.2 Un exemple

Exemple. Soit dai = monôme, où V = Q (ai)1≤i≤n .

Posons :

dai = Pi = ai1 ...ain = ai1P
′
i

Si dai = 0, on prend ai ∈ H∗.
Sinon, on a dai1ai = 0, si c’est un cobord, soit dβak = ai1ai (β ∈ Q∗) .
Deux cas à envisager :

(1) ai1ai ∈ B (ai+1, ..., âk, ..., an) :

Il existe donc un certain m tel que : dβ′am = ai1ai (β′ ∈ Q∗) . On prend

β′am − βak ∈ H∗
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(2) ai1ai /∈ B (ai+1, ..., âk, ..., an) :

On a dai1ak = 0, si c’est un cobord, posons : ai1ak = dαal (α ∈ Q∗) .
(a) ai1ak ∈ B (ak+1, ..., âl, ..., an) :

Il existe s tel que : dα′as = ai1ak.

α′as − αal ∈ H∗convient

(b) ai1ak /∈ B (ak+1, ..., âl, ..., an) :

On a dai1aiak = 0. On montre que ai1aiak ∈ H∗.
Supposons par l’absurde que ai1aiak est un cobord, c’est-à-dire ai1aiak =

dQ.

Pour des raisons de degrés, on doit avoir Q ∈ Λ2.

On a

ai1aiak = dQ = d (λiaiQi + λkakQk) où Qi ∈ Q∗al et Qk ∈ Q∗ak

Ceci nous donne dQ = d (λiaiQi) , puisque akQk = 0, ainsi,

dQ = λiQidai︸ ︷︷ ︸
6=0

− λiaidQi︸ ︷︷ ︸
6=0

Or ceci est impossible, car λiQidai ne contient pas le terme ai.

Et par conséquent,

dimH∗ (ΛV, d) ≥ dimV
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