TOPOLOGIE ALGEBRIQUE : INTRODUCTION
MY ISMAIL MAMOUNI

RESUME. Le but de ce premier article dans une série de trois articles, est de
donner les outils nécessaires, ceux de la topologie algébrique, pour faciliter la
lecture du 3eme article, ou il sera question d’énoncer et démontrer I'un des
travaux de recherches de ’auteur.

Dans tout cet article, Q est le corps de bases de tous les espaces vectoriels
considérés.

1. INTRODUCTION

La topologie algébrique, anciennement appelée topologie combinatoire, est une
branche des mathématiques appliquant les outils de l'algebre dans ’étude des es-
paces topologiques. Plus exactement, elle cherche a associer de maniere naturelle
des invariants algébriques aux structures topologiques associées.

L’idée fondamentale est de pouvoir associer a tout espace topologique des ob-
jets algébriques (nombre, groupe, espace vectoriel, ....), de sorte qu’a deux espaces
homéomorphes sont associées deux structures isomorphes. De tels objets sont ap-
pelés des invariants algébriques. Comme exemple simple d’invariant topologique,
mo(X) : le nombre de composantes connexes d’un espace topologique X. L’une des
applications célebres de la topologie algébrique est le fameux théoreme du point
fixe de Brouwer : toute application continue du disque unité de R™ dans lui-méme
admet un point fize.

2. UN PEU D’HISTOIRE

Initialement appelée topologie combinatoire car elle prend sa source avec le
probléme des ponts de Konigsberg, la topologie algébrique (terme dii & Listing,
tiré du grec logos = étude, raisonnement et topos = lieu, site), fondée par Henri
Poincaré, initiée par Emmy Noether et développée par Hopf, est une branche récente
et tres complexe de la topologie.

3. COHOMOLOGIE

Un complexe de cochaines est une suite d’espaces vectoriels (C™),en et d’ap-
plications linéaires d” : C™ — C™*! tels que d"t! o d” = 0. Autrement dit
Imd” C kerd"*!. On pose alors C = @C’" et d" = djon, et le couple (C,d)

neN
désignera dans la suite un complexe de cochaines. Les éléments de ker d s’appellent

des cocycles, ceux de Imd des cobords. C’est Emmy Noether qui fut la premiere a
définir le groupe abélien qui mesure 1’obstruction pour un cocycle d’étre un cobord :

H"(C,d) = ker d"** /Tmd" (p — éme groupe de cohomologie)
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La cohomologie du complexe (C,d) est définit par la relation :

H*(C,d) = P H"(C,d)
neN
Ainsi, tout cocycle x définit un élément [x] dans H*(C,d), appelée sa classe de
cohomologie. Un cocycle est un cobord si et seulement si sa classe de cohomologie
est nulle.
Un morphisme de complexes de cochaines ¢ : (C,d) — (D, d’) est une application
linéaire telle que ¢" = ¢jcn : C™ — D™ avec

pod=d 0.
Autrement dit tel que le diagramme suivant commute
co Lo L4 o & ot
b ¢ Lo Lo" bt
d’ d d’ d

p = pt X .= pr 25 Dl _5 .

On peut définir d’une fagon naturelle la composée de deux morphismes de cochaines,
ainsi que le morphisme identité. Ainsi un morphisme de complexes de cochaines
@ : C — D envoie cocycles sur cocycles et cobords sur cobords en chaque étage
de la cohomologie et induit un morphisme de groupes abéliens sur les groupes de
cohomologie en posant

— H*(D)
[z] — [p(2)]
Il est facile de vérifier que :
H*(go f)=H"(f)o H"(g) et que H*(id¢) = idg- (¢
4. HOMOLOGIE

Un compleze de chaines est une suite d’espaces vectoriels (C, )nen+ et d’applica-
tions linéaires d,, : C,, — C,,—1 tels que d,_1 o d, = 0. On pose alors C = @ Ch

neN*
et d, = djc,, et le couple (C,d) désignera dans la suite un complexe de chaines.

Les éléments de ker d s’appellent des cycles, ceux de Imd des bords. L’homologie du
complexe (C,d) est définit par les relations :

H™(C,d) = ker d"*' /Imd" (p — éme groupe d’homologie)

H*(C,d) = P H"(C,d)
neN
Un morphisme de complexes de chaines ¢ : (C,d) — (D, d’) est une application
linéaire telle que ¢, = ¢|¢,, : Cn — Dy, avec

pod=d o¢.
Autrement dit tel que le diagramme suivant commute
o <& o &LE o, & oCppe— ..
1 ¢o Lo 1 on 1 Pnta

d’ d’ d’ d’
Dy — Dy — ... D, <— Dy +—...
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On peut définir d’'une fagon naturelle un morphisme de groupes abéliens sur les
groupes d’homologie en posant

H.(p): H.(C) H.(D)
[p

()]

Il est facile de vérifier que :

H.(go [) = H.(g) o H.(g) et que H,(idc) =idp, (c)

5. DUALITE HOMOLOGIE-COHOMOLOGIE

Elle existe un dualité naturelle entre les notions d’homologie, plus précisément
la donnée d’'un complexe de chaine permet de construire un complexe de cochaines
et inversement, et donc la donnée de 'une (homologie ou cohomologie) permet de
construire 'autre. Considérons par exemple la donnée complexe de chaines (C,d),
on définit complexe de cochaines dual (C*,d*) par les relations suivantes :

- C™ = (C,)*, espace dual de C,,,

- d"™ = (dn+1)*, application linéaire transposée de d,+1,

Rappelons qu’en général si f : X — Y est une application linéaire et Z un
Q-espace vectoriel quelconque, on pose

f*: LY,Z) — L(X,2)
g — gof

6. SUITES EXACTES

Une suite exacte courte de complexes de chaines est la donnée de complexes de
cochaines (C, D, E) et de morphismes de complexes de cochaines f : C — D, g :

D — FE tels que pour tout n la suite de morphismes de modules 0 — E,, I F, %8
G, — 0 soit exacte, c’est a dire : f, injective, g, surjective avec Imf, = ker g,.
Théoréme : Lemme des serpents ou des zigzags.

Soit 0 — FE i> F % G = 0 une suite exacte courte de complezes de chaines,
alors il existe une suite exacte longue

16
#,0) " 1, (0) ™9 ()
16
Ho() ™D g, ()™Y' m, (B
16

0 s’appelle le connectant de la suite exacte.

Preuve. Construisons tout d’abord le morphisme § : Hy,(E) — Hp—1(C).

Soit z un n-cycle de E, on désire lui associer un n-cycle z de C' et un seul modulo
un bord. Comme g, est surjective il existe y € D,, tel que g, (y) = z, d’autre part
dy € Dp_1 et gn(dy) = dgn(y) = dz = 0, donc, par exactitude dy € kerg, =
Imf,_1, il existe donc z € Cp,_1 tel que fr,—1(x) = dy. On pose alors d[z] = [z].

Vérifions maintenant que J est bien défini.

Tout d’abord = est bien un cycle car f,_o(dz) = df,—1(x) = ddy = 0, or f,, est
injective par exactitude, d’ou dz = 0.

D’autre part [z] ne dépend pas des choix de z dans [z] ni des éléments y,x qui
interviennent dans la construction ci dessus.
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En effet soit 2/,y, 2’ un autre choix, alors [2'] = [z],9(y') = 2/, f(¢') = ¥/, on te
les indices sans crainte de perdre la généralité. donc 32" € FE tel que z —2' = dz” et
soit y” € D tel que 2” = g(y”), il existe grace a la surjection de g de l'exactitude.
Donc g(y—y' —dy”) = z2—2'—g(dy”) = z—2"—dg(y”) = z—2'—dz = 07, en utilisant
Pexactitude encore une fois au niveau de D, soit 27 € C tel que y—y'—dy” = f(z”),
alors f(zx — 2’ —da”) = dy — dy’ — df(2”) = ddy” = 0, or f est injective, d’o
x—a' —dx” =0, et done [x] = [2'].

Vérifions maintenant P'exactitude de la suite au niveau de H, (D), c’est a dire
ImH,(f) = ker H.(g).

On sait que Hy(go f) = Hi(g) o Hi(f), et go f =0 d’ott Hy(g) o H.(f) =0 et
donc ImH., (f) C ker H.(g).

Réciproquement soit y un cycle tel que [y] € ker H,(g), d’ou [g(y)] = Hi(9)(y) =
0 et donc g(y) est bord, soit z € F tel que g(y) = dz et soit ¢y’ € C tel que z = g(v'),
il existe puisque g est surjective, donc g(y —dy’) = 0, car g commute avec d, d’apres
Pexactitude y—dy’ € Imf, soit donc x € C tel que y—dy’ = f(x), donc [y] = [f(z)].
D’autre part f(dx) = df () = dy — ddy’ = 0 car y cycle, et comme f est injective
alors x est un cycle et donc H,[z] = [f(z)] = [y], d’ou [y] € ImH.(f).

Vérifions ensuite I'exactitude au niveau de H,(E), c’est a dire montrons que
ImH,(g) = ker d. Siy est un cycle de D, posons z = g(y) et € E tel que [z] = d[z],
donc par construction de § on a f(z) = y Comme y est un cycle et f injective, d’olt
x =0 et donc § o H.g([y]) = d[g(y)] = d[z] = [x] =0, Aot § 0 H,(g) = 0 et donc
ImH.,(g) C ker.

Réciproquement montrons que kerd C ImH,(g). Soit z un cycle de E tel que
d[z] =0, x € C,y € D construits comme précédemment tels que z = g(y) et
f(z) = dy donc [z] = d[z] = 0, d’olt = est un bord, soit =’ € C tel que x = da’ et
y =y— f(z'), donc g(y') =y = z car go f = 0 en raison de I'exactitude de la suite
courte, en plus dy’ = dy — df (') = df (x) — f(da’) = 0, donc y’ est un cycle de D,
donc H.(g)[y] = [9(y)] = [2], d’ott [2] € ImH..(g).

Et de méme on vérifie 'exactitude au niveau de H,(F), c’est & dire montrer que
Imé = ker H,(f). En effet, avec les notations précédentes H.(f)(d[z]) = H.(f)[z] =

[f ()] = [dy] = 0.

7. HOMOLOGIE SINGULIERE

On se propose dans la suite de construire pour tout espace topologique X, une
homologie particuliere, H,(X; Q) dite homologie singuliére de X & coefficients dans

Q

Soit p € N, on appelle p-simplexe standard, 'ensemble

p
Ap={(to, -, tp) €RPM tel que 0 < t; <1, t; =1},
1=0

autrement dit ’enveloppe convexe de la base canonique de RP*!. On appelle p-

simpleze singulier de X, toute application continue o, : A, — X. On note par

Cp(X) le Q-espace vectoriel engendré des p-simplexes singuliers, ses éléments sont

de la forme o = Z NaCa,p (OU No € Q) et sont appelés des p-chaines singuliéres.
fini
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Le morphisme de bord d : Cp,(X) — Cp—1(X) est défini par les relations

diaa,p(toa e ,tpfl) = Ua,p(t07 e ,tifl, O,ti, e ,tpfl)
p

do = Z(—l)idia

=0
On vérifie (laissé au lecteur acharné) que d? = d o d = 0. On obtient ainsi le com-

plexe de chaines (C,d), dont 'homologie associée H.(C,d) est appelée homologie
singuliere de X et notée H.(X,Q)

H.(X,Q) = H,(C,d)

Cas particulier X = {z} : Le seul p-simplexe possible est 'application constante
op: Ap = {z}, ainsi Cp(X) = Q et dijop = 0p_1 et
P ; 0 si p pair
do = Z(*l)l Op—1 = .
= op—1 sinon
Le complexe de chaines singulieres est alors
Q<X Qi Q.-

et I’homologie singuliere est alors

Hy({z},d) = {

Remerciements : Okacha Diyer, professeur agrégé en mathématiques, enseignant
aux CPGE Omar Ibn Abdelaziz, Oujda, pour la deuxieéme lecture.

Q sin=0

0 sinon
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