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L'objectif principal de ce travail est de généraliser la notion de compléxité
topologique définie par M. Farber[1] en remplacant la topologie compacte
ouverte par une quelconque topologie T sur PX. Le TC obtenue sera noté
TCT, on verra ensuite des exemples de topologies pour lesquelles TC*
devient un invariant homotopique, on montre aussi que cette nouvelle
approche nous permet d'étendre la notion d’algorithme de planification de
mouvement aux espaces non contractiles.
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Algorithme de planification de mouvement

Dans tout ce paragraphe X designe un espace topologique connexe par
arc, et PX = {7 :[0,1] — X} I'espace des chemins continues sur X. On
définit I'application 77 : PX — X x X par v — (7(0),7(1)). ( PX
est équipé de la topologie compacte ouverte )

Definition
Un algorithme de planification de mouvement est une application continue

. e B s(A,B)(0) =A
s: X xX — PX verifiant: mos = ldx«x c.a.d { s(A, B)(l) =B

Theorem
Un algorithme de planification de mouvement s: X x X — PX existe
si et seulement si X est contractil

4
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Algorithme de planification de mouvement

Proof.

—>) supposons qu'il existe une section continue s : X x X — PX
verifiant : mos = ldx«x et fixons un point Ag € X considerons ensuite
I'homotopie : H(A, t) = s(Ag, A)(t) on a évidemment H(A,0) = Ay et
H(A,1) = A ce qui montre que H est une contraction de X dans {Ag}
<) Supposons qu'il existe Ag € X et une contraction H de X dans
{Ap} considerons la section s: X x X — I13X definie par :
{ s(A, B)(t) = H(A,1—2t) pour 01§ t <3 onabien

s(A, B)(t) = H(B,2t —1) pour 5 <t<1
mos(A B) = (A B) cqfd OJ
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Compléxité topologique selon M. Farber

Soit X un espace topologique et PX = {7 :[0,1] — X} I'espace des
chemins continues de X. On définit la projection 7w : PX — X x X par
v — (7(0),7(1)). ( PX est équipé de la topologie Compacte Ouverte
( ie compact open topology )

Definition

La complexité topologique de X est le plus petit entier k pour lequel Il
existe un recouvrement Ouvert {U;}%_; de X x X tel que :

Pour tout i € {1, ..., k} il existe une locale section s; : U — PX (ie
application continue s; : s; : Uj — PX telle que o si(x) = x Vx € U))
On écrit alors TC(X) = k ( S'il n'existe aucun entier k verifiant les
conditions ci-dessus on pose TC(X) = c0)

A\

proposition
(TC(X) =1) <= X est contractil
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Compléxité topologique selon M. Farber

Si X ={x} alors TC(X)=1

Si C est une partie convexe d'un evn alors TC(C) = 1, en particulier
pour toute boule B d'unevn Eona TC(B) =1

TC(S') =2

Si G est un groupe topologique alors TC(G) = cat(G)
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Complexité topologique associée a une topologie sur PX

On munit cette fois ci PX d'une autre topologie T autre que la topologie
compacte ouverte et le TC qu'on obtient sera noté TCT.

On définit un algorithme de planification de mouvement sur X x X
relativement a la topologie T comme étant une application continue

s: X x X — (PX, 1) veérifiant : mos = ldx.x. D'aprés les travaux de
M.Farber [1] un tel algorithme existe si et seulement si X est contractile,
mais ici la réciproque est inexacte, ce qui permet d'étendre les algorithmes
de planification de mouvement sur des espaces non contractils.
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Complexité topologique associée a une topologie sur PX
La topologie compacte ouverte sera notée T¢cp

Definition
La complexité topologique de X relativement a la topologie T définie sur
PX est le plus petit entier k pour lequel Il existe un recouvrement Ouvert
{U;} | de X xX tel que :

Pour tout i € {1,..., k} il existe une locale section s; : U; — PX (ie
application continue s; : s; : Uj — (PX , T) telle que mo s;(x) = x

Vx € U,')

On écrit alors TC™(X) = k ( S'il n'existe aucun entier k verifiant les
conditions ci-dessus on pose TCT(X) = o)
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Complexité topologique associée a une topologie sur PX

proposition
Si 71 < Tp alors TC™(X) < TC™(X)

proposition

Si X est un espace munit d’'une topologie T moin fine que T¢p et si de
plus X est contractil alors il existe au moin un algorithme de planification
de mouvement s: X x X — X ( la réciproque est fausse en générale )
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Cas d'une topologie moin fine que la topologie compacte
ouverte

Corollary

Pour toute topologie T moin fine que Tco on a : (X contractil
— TC™(X)=1)
La réciproque est fausse en générale

proposition

| \

Si G est un groupe topologique et T une topologie moin fine que T¢o
alors TC*(G) < cat(G)

| \

Proof.

Il suffit de remarquer que TCT(G) < TC(G) et que TC(G) = cat(G)
cqfd O

A\
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Compléxité topologique associée a la topologie de la
convergence simple.

remarque

La topologie de la convergence simple Ts sur PX est la moin fine rendant
continue les t : PX — X «y —— (t)

V.
Theorem

Dans le cas de la topologie de la convergence simple Ts, TCT'S est un
invariant homotopique.

Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application
continue, alors I'application ¢ : PX — PY 7y —— f oy est continue pour
la topologie de la convergence simple.
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Compléxité topologique associée a la topologie de la

convergence simple.

(du Lemme ) Soit v, € PX et soit W = W(

fO’)’O, to, Vfovo(to)) = {Dé € PY/IX(to) € VfO’Yo(to)} un voisinage
élémentaire de ¢(,) dans PY. On vérifie facilement que ¢~ 1[W/(

foYg, t0, Vo, (t))] = W (70, to, f‘l(V%(to)) qui est bien un voisinage
élémentaire de 7y dans PX. Ol

v
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Compléxité topologique associée a la topologie de la
convergence simple.

L'invariant homotopique TC associé a la topologie de la convergence simple

Proof.

(Preuve du théréme ) =) Supposons qu'il existe f : X — Y et

g: Y — X deux applications continues telles que f o g soit homotope
ho = Idy

hy =fog
et soit k = TC™s(X), il existe donc Uy, ...Ux des ouverts de X x X et
des sections continues s; : Uy — (PX,Ts) tellesque : mos; = Idy, et

a Idy. Soit donc h; : Y — Y une homotopie telle que : {

Ul, =X x X

1<i<k

Pour chaque i < k on pose V; = (g x g)~(U;), Vi,..., Vi constitut
évidemment un recouvement ouvert de Y X Y O]

i
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Compléxité topologique associée a la topologie de la
convergence simple.

L'invariant homotopique TC associé a la topologie de la convergence simple

(Preuve du théréme ) on définit ensuite pour chaque i < k la section
a;j: Vi — PY par:
h3¢(A) pour 0 <t <1

a;i(A B)(t){ f[si(g(A),g(B))(3t— 1)] pour % <t<% ona

hy1—¢)(B) pour § <t <1
evidemment «;(A, B)(0) = A et a;(A, B)(1) = B |l reste maintenant a
prouver que les a; sont continue, soit alors (Ag, By) € V; C Y X Y et
W = W(IX,'(A(), Bo), t1, to, ..., tk, Vﬂéi(AO,Bo)(fl)."" V i(A0,Bo) () ) {’)’ €
PY / v(t;) € Vi, (a0.B0)(t;) POUr 1 < j < k} un voisinage élémentaire de
«;(Ag, By) dans PY pour la topologie de la convergence simple. O

v
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Compléxité topologique associée a la topologie de la

convergence simple.

L'invariant homotopique TC associé a la topologie de la convergence simple

(Preuve du théréme ) Montrons maintenant que a; * (W) est un voisinage
de (Ao, By) dans V; C Y X Y, il suffit de prouver le résultat pour un
voisinage de la forme : W = W (a;(Ao, Bo), to, Vi, (40,8)(t0))-

17 Cas: tg € [0,5] W ={y€PY/y(to) € Vi, ()}

a; H(W) = {(A B) € Vi/h3,(A) € Vi, (ag)} =

{(A, B)/h3t, 0 PL(A, B) € Vi, opy(ay,8) (0l Py est la projection
YXY—Y (A B)— A).Onadonc

a; H(W) = (h3g 0 Pl)_l(vh?.tOOPl(AO:BO)) qui est bien un voisinage de

(Ao, By) puisque hsy, o Py est continue.
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Compléxité topologique associée a la topologie de la
convergence simple.

L'invariant homotopique TC associé a la topologie de la convergence simple

(Preuve du théréme )

28me Cas to €5, 5] W = {7 € PY/7(t0) € Vifos(s(a0).5(B0)(310-1)} €t

a; (W) = {(A B) € Vi/[fosi(g(A) g(B)](3ts — 1) €

\/[fosi(g(AO)yg(Bo)](3to,1)} et en vertu du lemme précedent I'application
,B) — fosi(g(A), g(B) est continue et en tenant compte de la

remarque précédente |'application

¢:(AB)—[fosi(g(A), g(B)](3tg — 1) est continue et par suite

a; (W) =& (Vi(a,.8,)) est un voisinage de (Ao, Bo)

1
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Compléxité topologique associée a la topologie de la

convergence simple.

L'invariant homotopique TC associé a la topologie de la convergence simple

(Preuve du théréme )

3¢me Cas : to 6]% 1] se traite de la méme maniere que le premier cas en
considérant la projection P, : Y X Y — Y (A B)+—— B) et par suite
les applications «; : V; — PY sont continue, ce qui entraine

TC'(Y) < k= TC"(X) et de la méme maniére on montre que
TC's(Y) > TC™s(X) cqfd O
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Comparaison de TC ( convergence simple ) avec LS

category

On rappelle que la topologie de la convergence simple est la moin fine qui
rend continues les t: PX — X vy —— t() = (t). Et comme la
topologie compacte ouverte rend continues les applications d'évaluations
e: PX x1— X (v,t) — e(vy,t) = v(t). On deduit que la topologie de
la convergence simple Tg est moin fine que celle compacte ouverte T¢gp,
ce qui conduit au résultat suivant:

Proposition
TC'(X) < TC(X) < 2cat(X) —1.
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Comparaison de TC ( convergence simple ) avec LS
category

Si X est paracompact et connexe par arc alors
TC's(X) < TC(X) <2dimX+1

Si G est un groupe topologique alors TC™s(G) < cat(G)
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Problémes soulevés

Peut on comparer TC™ (X) a cat(X). A quelle condition a -t- on I'égalité
? ( cas des groupes topologiques )

| \

Problem
Sous quelles conditions pour une topologie T, TC" est il un invariant

\

homotopique ?
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